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Resumo

Introduzimos o formalismo dos spinors a partir da andlise da estrutura do cone de luz no espago de Minkowski. Construimos as
transformacdes de Lorentz a partir de transformagdes spinoriais e formulamos alguns conceitos geométricos associados a estru-
tura do cone de luz essencialmente a partir dos spinors. Construimos os spinors de Weyl e de Dirac a partir das representagdes
nao-equivalentes do grupo SL(2,C). Mostramos como alguns conceitos utilizados na fisica podem ser formulados diretamente

a partir da estrutura spinorial deste formalismo.

1 Introducao

A teoria dos spinors foi desenvolvida de modo pratica-
mente independente por fisicos e matemdticos. De um lado
E. Cartan, em 1913, escreveu um tratado sobre a teoria dos
spinors [1] apds té-los descoberto originalmente como enti-
dades que carregam a representacdo dos grupos de rotacdes
em um espago de dimensio finita'. Do outro lado os spinors
foram introduzidos na fisica tedrica com o intuito de se des-
crever a funcdo de onda de sistemas quanticos com spin. Pri-
meiramente, W. Pauli, em 1926, descreveu a fun¢@o de onda
de um elétron com spin por um spinor de duas componen-
tes em sua teoria nao-relativistica. Mais tarde, em 1928, P.
A. M. Dirac utilizou um spinor de quatro componentes para
a descri¢do de sua teoria relativistica. Com a crescente ga-
ma de aplicacdes dos spinors em teorias fisicas, a teoria dos
spinors foi formalizada por Infeld e van der Waerden, entre
1929 e 1933, mas seu formalismo néo € simples de se apren-
der, mesmo atualmente. Os spinors sdo entidades fundamen-
tais na fisica para se descrever a matéria, ja que os 1éptons e
os quarks sdo férmions de spin 1/2, e férmions sdo descritos
por funcdes de onda que sdo, essencialmente, spinors.

R. Penrose [3] defende a idéia de que existem estruturas
(os spinors) mais primitivas que os pontos no espago-tempo
de Minkowski (M), no sentido em que os pontos de M (des-
critos por vetores) podem ser formalmente construidos a par-
tir dos spinors. Motivados por isso introduzimos a descri¢cao
dos vetores em M a partir de spinors. Na se¢do 2 obtemos
uma relagdo entre as coordenadas de um vetor que descreve
eventos em M e as coordenadas da projecdo estereografica
de uma secdo do cone de luz no plano complexo. Tais co-
ordenadas sdo componentes de um spinor (ou vefor-spin, no
jargdo de Penrose). Introduzimos o conceito de espago pro-
Jjetivo. Vemos que os spinors se transformam pela acdo do
grupo® SL(2,C) e vemos também a relagdo entre o grupo
SL(2,C) e as transformagdes de Lorentz, e como a geome-

tria do espago estd relacionada aos autoestados de spin uti-
lizados na mecénica quantica. Descrevemos rotacdes espa-
ciais via transformagdes sobre o espaco dos spinors, usan-
do angulos de Euler. Ilustramos alguns desses conceitos na
mecanica quantica. Na se¢do 3 introduzimos o conceito de
indice abstrato construimos a métrica spinorial a partir de
uma base-spin, formada por dois spinors. Na secdo 4 cons-
truimos vetores nulos e a métrica de M a partir dos spinors.
Nas sec¢des 5 e 6 descrevemos os quatro tipos de spinors de
Weyl, o spinor de Dirac e como esse tltimo, fundamental na
mecanica quantica relativistica, ¢ formulado a partir dos spi-
nors de Weyl. Finalmente, na se¢do 7 formulamos alguns
conceitos geométricos da teoria de Penrose, dentre eles a
bandeira-nula, que d4 diretamente um cardter geométrico ao
spinor.

2 A geometria dos spinors

A dificuldade de se descrever algumas teorias fisicas pe-
rante transformacdes de coordenadas a la Galileu foi con-
tornada pela teoria da relatividade especial (SR). As chama-
das transformacdes de Lorentz sdo construidas com base em
uma nova classe de referenciais inerciais a partir dos postu-
lados da SR. O espaco a partir do qual a SR é formulada
é o espaco-tempo de Minkowski (IM). Tal espaco é des-
crito pelo espaco pseudoeuclidiano R2. Dado um vetor
7= (X,Y, Z,cT), o que difere M ~ R'® do espago eucli-
diano R* é que neste podemos definir uma forma quadratica
F-7=X%2+Y?+ Z% + ¢*T?, enquanto naquele definimos
T =cT? — X2 - Y? — Z% Assim a distancia entre
dois pontos distintos (que sdo descritos por vetores em M)
pode ser nula, positiva ou negativa. Considerando agora a
métricaem M, se & -Z > 0 (< 0) o vetor Z é dito tipo-tempo
(tipo-espago). Se & - £ = 0 entdo Z € dito um vetor-nulo.

Consideremos uma onda esférica se propagando a par-

! Ainda hoje essa é a definigdo “cldssica”de spinor. Por exemplo os spinors de Weyl sio elementos do espaco vetorial complexo bidimensional (C?) que
carrega as representagdes D(0:1/2) ¢ D(1/2:0) do grupo SL(2,C). J4 os chamados spinors de Pauli sio elementos de C? que carregam a representacio do
grupo SU(2). Grupos e representagdes sio conceitos desenvolvidos ao longo do presente artigo. Para o leitor leigo € sugerido uma leitura em [2].

20 grupo SL(2, C) é o grupo das matrizes 2 x2 complexas com determinante igual a 1.



Rolddo da Rocha Jr.

tir da origem de um referencial K que tem coordenadas
(X,Y, Z,cT). A frente de onda possui equagdo

AT? - X2 -y?2 - 72 =0. (1)

O fato empirico de que a velocidade da luz (¢) é constan-
te em qualquer referencial inercial implica que, em qualquer
outro referencial K’ (que coincida com K em ¢ = 0) com
coordenadas (X', Y, Z' T"), a equagdo da frente de onda é
AT? - X"?-Y" — 7" = 0. As transformagdes de Lorentz
sdo definidas como sendo aquelas que deixam a forma & - &
invariante e agem como ¢ = L&

O cone de luz é a superficie em M descrita pela equagio
2T? — X2 —Y? — Z? = 0. Claramente o cone de luz é
gerado por todos os vetores-nulos que partem da origem O
de ML As dire¢oes nulas sdo as semi-retas em M geradas
por vetores nulos, que passam pela origem O. Dizemos que
uma direcdo nula aponta para o futuro (passado) se ela é di-
recionada positivamente (negativamente) em relagdo ao eixo
temporal. A partir de agora consideraremos sem perda de
generalidade ¢ = 1, para facilitar a notacdo.

O espaco cujos elementos sdo as dire¢des nulas que
apontam para o futuro (passado) serdo denotados ST (S7).
Esses espagos podem ser representados em coordenadas
(T', X,Y, Z) pelas intersecgdes ST (S~) do cone de luz do
futuro (passado) com o hipelrplano3 T =1 = —1),eco-
mo tal, é uma casca esférica®. No espago euclideano, ST é
uma esfera com equagio

P4y 422 =1, )

onde reservamos a nota¢do (z,y, z) para coordenadas em
S*. Tudo isso pode ser melhor visto a partir da figura 1
abaixo:

{

x2+y?4 23z

Figura 1: A estrutura do cone de luz e suas intersecgoes .

3Escolhe-se T' = =1 para fins de normalizagio em alguns cilculos futuros.

4Tal superficie é denominada esfera de Riemann.

Na figura acima mostramos a solucdo da eq. (1) para
T = =+1, o que implica na eq. (2). Visto que essa tltima
¢ invariante perante translacdo temporal, podemos tratar a
superficie descrita pela eq. (2) em qualquer instante de tem-
po, muito embora ela seja obtida a partir do cone de luz em
T = £1. Enfatizamos ainda que o presente artigo formula,
dentre outras coisas, a descri¢do de vetores nulos a partir dos
spinors. Convém enfatizar que, embora esteja fora do escopo
deste artigo, a descrigdo de vetores tipo-tempo e tipo-espago
por Penrose é feita a partir da superficie 22 + y? + 22 = 1
em 1" = 0, de acordo com o que estd ilustrado na figura 1.
Tal superficie em 7" = 0 é primordial & generalizacdo da
presente teoria.

Mais geralmente, a dire¢@o de qualquer vetor nulo 7 € M
com origem em O pode ser representada por dois pontos,
que sdo resultantes da intersec¢io de  (que estd sobre a cas-
ca do cone de luz) e os hiperplanos definidos pelas equacdes
T = £T). A direcao de Z que aponta para o futuro é repre-
sentada pelo ponto (X/||Zo||, Y/IToll, Z/||Tol|), para o caso
em que considerarmos a se¢do transversal do cone de luz por
um hiperplano 7' = Tj. O interior de ST (S™) representa o
conjunto das direcdes tipo-tempo que apontam para o futuro
(passado).

Considerando ST, ao fazermos uma proje¢do estereo-
grifica’ de tal esfera sobre o plano complexo obtemos uma
representacdo dos nimeros complexos mais o0 ponto no in-
finito, que corresponde ao pélo norte de ST. O que € cru-
cial na projec@o estereografica é que tanto a esfera de Rie-
mann quanto o plano complexo possuem duas dimensdes,
e por essa razdao podemos substituir as coordenadas z,y, z
em ST por um ndmero complexo 3 = X' +iY’. Em
relacdo a figura 2 abaixo, considere a semelhanca entre os
triingulos AP’CN e APBN. No que diz respeito somente as
coordenadas espaciais (z,y,2)~ (z + iy, z), podemos ver
que % = %, o que resulta imediatamente em:

T+
=T @
Apenas invertendo a relacio anterior via 3 = (wlzjz'"; , Obte-
mos
_B+B _ B-B _BB-1
T = —= y Y= = , 2= —= . 4)
BE+1 (B +1) BB +1

A correspondéncia entre os pontos de St e o plano com-
plexo ¢ injetiva® ao adicionarmos o ponto 3 = oo ao plano
complexo e o fizermos corresponder ao pélo norte, que tem
coordenadas (1,0,0,1) em M. Mas se quisermos evitar o uso

A projecio estereogrifica é um mapa injetivo que faz corresponder cada ponto da esfera de Riemann a um ponto do plano. Para resultados futuros é
conveniente, ao invés de tomar a projegio estereogréfica sobre o plano R?, consideré-la sobre C. Isso se justifica devido ao fato de que cada ponto do plano

(x,y) € R? pode ser identificado como o ponto & + iy € C.
6Cada ponto de ST ¢ levado em um tinico ponto do plano complexo.
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de tal ponto, torna-se conveniente associar aos pontos de ST
ndo um nimero complexo /3, mas um par deles’ (£, ), onde

B=¢&/M. &)

Os pares (£,71) e (A&, An),\ € C, representam o mes-
mo ponto em ET e por isso tais coordenadas sdo chamadas
projetivas. Essa denominacdo se baseia na definicao de que,
denotando C* = C x C x ... x C, o conjunto P*~}(C) de
espacos unidimensionais de C"

P*HC) = {Cz |z € C", = £0} (6)

¢ chamado espaco projetivo® de dimensio n — 1 sobre C.

Esses conceitos sdo utilizados diretamente em mecanica
quantica quando se definem as raias, que € o conjunto de to-
dos os estados quanticos a menos de um fator de fase global.
Nao existe uma correspondéncia injetiva entre estados fisicos
e vetores 1) de um espacgo de Hilbert. Se ¢ e )’ sdo vetores
unitdrios que diferem apenas por um fator de fase e®, eles
obviamente descrevem o mesmo estado, jd que eles levam
as mesmas predicdes observdveis, por exemplo, medidas de
probabilidade e valores esperados. Portanto todos os veto-
res no espacgo unidimensional 1/3 = {e'*¢} correspondem ao
mesmo estado.

O “ponto” = £/n = oo corresponde ao ponto de co-
ordenadas (2) = ((1)) As equacdes (4) podem ser reescritas
como

oo Si+mg
&+

ai—nt

g _Eom g
i(E€ + M)

&+

O ponto P = (1, z,y, z) é um ponto arbitrdrio da sec¢do
transversal do cone de luz e representa uma direciio nula que
aponta para o futuro. Essa direcdo é representada por qual-
quer outro ponto da linha OP. Em particular, tome o ponto
R sobre OP multiplicando P pelo fator (£€ + n7j)/v/2. Tal
escolha € feita para eliminar os denominadores das eqs.(7).
Portanto R tem coordenadas

X:%(g_ﬁJrnZ), Yzﬁ(fﬁ—nf), ®
Z =5 —mm), T =5(E€+mm).

Ao contririo de P, o ponto IR ndo € independente da
mudanca de escala real de (£,n), a saber, (§,17) —
(r&,rm),r € R, embora seja independente da mudanga de
fase (¢,m) — (€€, en),0 € R,

Considere a seguinte transformacdo linear complexa:

5’—>§~=Oé§+/“7, 9)
10 =€+ 0,

onde a,p,v,0 € C sdo tais que ad — py # 0. Tal
transformacao pode ser escrita como

_aB+p

= FEs (10)

B f(B)

e é dita uma transformagdo de Mobius®.

P(l,x, ¥, 2)

- A T=F.XY. cy

p;xfm}

Figura 2: Projecio estereografica da esfera de Riemann a partir do pdlo norte no plano complexo.

7Com a condigdo de que ambos ndo sejam simultaneamente nulos.

8Dessa maneira linhas no espago C™ sio representadas como pontos no espago P ~1(C).

9Podemos ter uma visdo mais intuitiva sobre as transformagdes de Mobius: imaginemos um observador situado em um ponto do espago-tempo observando
o hemisfério norte da esfera celestial. Suponhamos que ele trace a posi¢do angular das estrelas sobre uma esfera. Se um segundo observador passasse pelo
mesmo ponto no mesmo tempo, mas com uma velocidade relativa ndo-nula com relacio ao primeiro observador, entdo, com os efeitos da aberracdo, ele
colocaria as estrelas em diferentes posicdes na esfera. Porém as diversas posi¢des dos pontos sobre a esfera estdo relacionados pelas transformagoes de
Moébius (eq. (10)). Tais transformacdes formam o grupo que preserva a estrutura da esfera de Riemann. Assim o espaco dos raios de luz que passam por um

ponto do espago-tempo €, de modo natural, uma esfera de Riemann.
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As transformacgdes de Mdobius sdo uma classe particular
das transformagées conformes, que por definicio sdao aquelas
que preservam a estrutura do cone de luz. As transformagdes
conformes englobam rotagdes, translagdes, dilata¢des e in-
versoes.

Normalizamos a relacdo (9) através da condigdo unimo-
dular ad — py = 1. As egs. (9) sujeitas a condi¢ao unimodu-
lar sdo chamadas fransformagdes spinoriais, onde § = &/n
esta relacionado aos vetores (nulos) de Minkowski através
das eqs.(8). Essas equagdes implicam que

X+ T+Z

b= T-72 X-iYy’ an
Definimos a matriz spinorial A € SL(2, C) como
I e _
A_<7 5), det A =1. (12)

A ltima condicdo corresponde a condicdo de normalizagdo.
Em termos de A as eqs. (9) tomam a forma

(5)-4(5)

Note que duas matrizes spinoriais {A, —A} ddo origem
a mesma transformagdo de # = &/n, embora definam duas
transformacoes spinoriais distintas.

A eq. (8) pode ser reescrita como

1 T+7Z X+iYy B & &g
V\X-iY T-Z - 3

13)

Dessa maneira vemos os efeitos da transformagao spino-
rial, a menos de um fator 1/ V2, como

T+Z X+iY\ T+7Z X+iY
X—iY T-2Z X T

:A< T+Z X+zY>A_1

(14)

Tal transformagéo sobre o ponto U = (7, X,Y, Z) é real e
preserva a estrutura do cone de luz T? — X% —Y? — 72 = (,
o que € facilmente visto devido a propriedade de produto de
determinantes. Dessa maneira a relacdo acima define uma
transformagdo de Lorentz restrita.

Proposicao 1.1 » Toda transformagdo spinorial (TS)
corresponde a uma tinica transformagdo de Lorentz (TL) res-
trita, e cada TL corresponde a precisamente duas TSs, uma
sendo o negativo da outra. <

Com isso notamos que o grupo SL(2,C) € o recobrimento du-
plo do grupo SO (1, 3), que é mais conhecido como grupo

de Lorentz restrito'°.

Proposicio 1.2 » Toda TS unitdria'' corresponde a uma
linica rotagdo prépria'? de St, e toda rotagdo propria de
St corresponde a exatamente duas TSs unitdrias, uma sen-
do o negativo da outra. 4

Essa tdltima proposicdo se baseia no grupo
SU(2) = {A € GL(2,C) | AAT =1edet A =1}, (15)

que ¢é o recobrimento duplo do grupo das rotagcdes SO(3) em
ST. De fato, a coordenada temporal 7" € invariante perante
uma transformac@o spinorial unitdria, ja que o traco de uma
matriz € sempre invariante sob transformagdes unitdrias. Uti-
lizando a parametrizacio das rotacdes via angulos de Euler
[4], qualquer transformag@io de St pode ser viabilizada por
meio de uma rotacio de um angulo ¢ em torno do eixo z,
seguida por uma rotagdo de um angulo # em torno do eixo
original y e finalmente por uma rotagdo de um angulo ¢ em
torno do eixo z. Mostraremos que essas rotagdes elementa-
res podem ser representadas por TSs unitdrias. Segue-se daf
que qualquer rotagdo prépria de ST pode ser representada
dessa maneira, ja que o produto de matrizes unitarias resulta
em uma matriz unitdria. A rotagio de ST em torno do eixo
z por um angulo 7 surge naturalmente através da rotag¢do do
plano complexo, pela origem, por um angulo . Isso € obti-
do pela transformacao B =epB, ou representando por TSs,
escrevemos:

F /2
(§) =+(7 ) (5) oo

Agora dizemos que uma rotag¢io de E* por um angulo # em

100 grupo SO4(1,3) é o grupo das rotagdes em no espago de Minkowski, que podem ser vistas como as rotagdes mais os boosts (transformacdes de
velocidade ou, de modo equivalente, rotagdes hiperbélicas) no espago euclidiano R?. Além disso, SO+ (1, 3) é um grupo de simetria fundamental da fisica

do espaco-tempo e relaciona observadores com velocidades diferentes.

Denotando AT o hermiteano (C-conjugado transposto) de A, uma transformagio A é dita unitdria se ATA = 1.
12Qualquer operagdo no espago-tempo de Minkowski é dita prdpria se preserva orientacdo do espaco-tempo.
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torno do eixo y € representado por

(&)= (e ) (5)- o

Facilmente se verifica que essa TS transforma o vetor de co-
ordenadas (1, 0,0, 1) no vetor (1,sin 6,0, cos#). Por um ar-
gumento semelhante, podemos ver que a TS

§~ - cos /2 ising/2 £
<ﬁ>_i<isin¢/2 cos /2 > (n) (18)

corresponde a uma rotacdo de um angulo ¢ em torno do ei-
xo0 z. Com isso acabamos de demonstrar a proposicao (1.2)
e podemos exibir a matriz spinorial que corresponde a uma
rotacdo pelos angulos de Euler (8, ¢, 1):

cos Lei(o+9)/2

_ sin Leile—v)/2
3(0,9,¢) =+ < sin gz’e,i(¢,¢)/2 ; )

CcOS %efz(¢+w)/2
(19)

Os elementos da matriz acima sdo os parametros de Cayley-
Klein [4].

Na mecéanica quantica, a funcdo de onda | ¢» > de uma
particula de spin 1/2 € a superposicao linear

| >=&|+>+n]—->, &neC, (20)

de dois vetores que formam a base {| + >,| — >} dos au-
toestados de spin. Com a correspondéncia

1 0
|+>=(0>, |—>=(1>, (1)

| >= <f]> (22)

vemos que

Nesse sentido, os nimeros complexos £ e 7 podem ser
vistos, respectivamente, como as amplitudes de probabilida-
de de se encontrar a particula descrita pelo estado quantico
| ©» > nos estados | + > e | — >. Vemos que | ¢ >
pode ser representado pelo ponto () ~ (g) sobre a esfera
de Riemann, e esse ponto corresponde a intersec¢io do eixo

positivo do spin com a esfera, tomada a partir do centro.

3 A geometria das operacoes spino-
riais

Para apresentarmos uma formulacdo como a de Penro-
se [2], necessitamos primeiramente introduzir o conceito de
indice abstrato. Segundo a notacdo que segue desse forma-
lismo, k4 ndo denota as componentes do vetor &k, mas um
elemento de um espago vetorial (ou médulo) V4.

Considerando o conjunto infinito de indices abstratos
A = {A4,B,C,D,...,A,By,C1,D,...}, os elementos
dos vérios conjuntos VA, VB VO vP | yAL yB YO
VP1 . sdo simplesmente elementos de V' x 2, onde, por
exemplo, VA = (V, A), ou seja, k& é um par (k, A), com
k € Ve A € 2. Cada indice abstrato ¢ portanto responsavel
por armazenar o elemento k£ no “compartimento” A. Con-
seqlientemente, segundo essa notagdo, podemos escrever o
produto tensorial de dois elementos k4 e 1® como k4nP
e temos a relacio k4n? = nPk4. A nido-comutatividade
do produto tensorial se manifesta nessa nota¢do como
kAnB ;é nAkB.

Definimos o espago-spin G* com trés operacdes bésicas:

o multiplicagdo por escalar: C x G4 — G (A €
C,k* € G* = AkA € GY),

e adicio: G* x G* = G* (k*,w? € G* — k4 +
wd e GA),

e produto escalar: G* x G4 — C (k*,w? € G* —
{k4, w4} € ).

Naturalmente definimos o espago-spin dual G, de ma-
neira andloga, G4 > w4 : G4 — C. Dessa maneira,

kaw? = {4, 0w} e C. (23)

Com relagdo aos vetores nulos do espaco-tempo de Min-
kowski, Penrose propde que a dlgebra dos vetores nulos de-
ve estar contida na dlgebra dos spinors. Para tanto definimos
0 espago-spin GY, que diremos ser o espago sesquidual'
caracterizado pela C-conjugagdo seguida pela transposicao,
onde usaremos a notacao

K=k e GV (24)

. . . . .. . . ! . ~
B1sso significa dizer que existe um sesqui-isomorfismo entre espagos vetoriais o : G4 — G4 satisfazendo as relagdes

o(k? + wh) = o(k?) + o(w?),
o(Ak?) = Xo(k™),

VEA wA € GA,

A € C (X é o C-conjugado de ).

Ao invés da notacdo g(kA), denotaremos essa opera¢do por kA, por estar de acordo com a notacdo do formalismo de Penrose.

Revista Physicae 2 - 2001 5



Rolddo da Rocha Jr.

A base-spin

Com um produto escalar (bilinear, antissimétrico) obte-
mos a representacdo de um vetor-spin em termos das suas
componentes. Escolhemos um par de vetores-spin 04 e 14

que satisfacam & normalizagdo:

{oh, My =00t =1 = —100" = {1101} (25)

Pela antissimetria do produto escalar, notamos que 040% =

tat™ = 0. Chamamos o par (0%, %), com a condicio da-
da pela eq. (25), de base-spin. As componentes de k nessa
base-spin sdo dadas por

K = {kAa LA}: k= _{kAaOA}7 (26)
de modo que k4 = k%04 + k1A,

Definimos também um elemento antissimétrico

GAB D €EAB GA — GB
k4 = kg =k"eas, (27)

responsdvel por levantar e abaixar indices abstratos, tal que

{4, w0} = expktw? = KOw! — k'’ = —{w?, k).
(28)

Podemos escrever

€EAB = 0ALB — LAORB. (29)

De fato, para qualquer base-spin que satisfaz a eq. (25), te-
mos

Il
=
[=}
Q
S
_|_
=~
—
~
S

kA = (0B — 1108 (K 0B + k'ip)

= APBLg. (30)

Neste ponto vemos uma das utilidades da notac@o de indice
abstrato, pois G4 denota o produto tensorial G4 ® Gg . De-
finimos ainda o tensor dual GA? 3 48 : Gy — G4, que
claramente satisfaz e 4 ge“ B = § f . Temos ainda

{k,w} = kpw? = kow® + k! = KPw! — WOkt
ko = —k!
— . 31
{ kl — kO ( )
A relacdo acima encontrada entre as componentes covarian-
tes e contravariantes ¢ uma conseqiiéncia imediata da ex-

pressio kpw? = kow® + kjw!, que é ela prépria uma
definic@o.

Lema » Dados dois spinores ka,wa € Ga arbitrdrios
tais que kaw? = 1, podemos escrever

€AB = kawp —wakp | 4 (32)

4 A métrica e os vetores nulos do
espaco-tempo a partir de spinors

Estamos interessados em descrever vetores de M sob o
ponto de vista spinorial, via vetores-spin. Daqui em dian-
te faremos uso dos indices latinos com o intuito de ro-
tular elementos z® de um espaco vetorial real. Com is-
so estabelecemos a equivaléncia de notacdo {a,b,...} =
{AA',BB’,...}. Definimos a tétrade nula (I*,n®*, m®,m")

’ ’
e = OAOA nt = LALA
) ) (33)
I I
me = OALA , a LAOA
e a métrica
Jab = €EABEA'B! (34)

verificando que os vetores da tétrade nula sao vetores nulos
com respeito a gqp:

gapl®1® =11, = 0, (35)
e do mesmo modo,
n*ng, = m*m, = m*m, = 0. (36)

Além disso podemos demonstrar que

1"ng =1, mem, = —1,
37
*my, =1'm, = n“m,=n"m, =0
e que
90 = gacg® = nol’ + 10’ —mem’ —mm’.  (38)
E conveniente definirmos uma outra tétrade
@, x*, y*, z*) como sendo
1t = %(l“ +nf) = %(OAOAI + LALAI),
T = \/Li(ma +ma) — %(OALA -|-LAOA )7
(39)
ya _ \/Lg(ma _ma) _ ﬁ(OALA —LAOA ),
Za:%(la_na):%(voA LALA)
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Das relacdes (37), temos

taya = taza = anya = yaza = Zawa = 07
ot, = 1,

%z,

t*x,

y 'y, = 2%, = —1. (40)

Com isso a métrica g,” em (38) tem a seguinte expressio:

gab = tatb - wawb - yayb - Zazb (41)

Essa udltima relacdo identifica a tétrade (t%, 2%, y“, 2%) com a
tétrade de Minkowski. Com seu uso, escrevemos
K* = K" + K'2® + K2y + K32 42)

Considerando a base-spin {0, 14}, escrevemos K em ter-
mos dessa base

K= K% + K%m® + K'm® + K''n®. 43)

Comparando as duas ultimas equacdes, obtemos:

" 1 K+ K3 K!'+4+iK?

K* = — 1 _ ;52 0 3

V2 \ K" —iK® K°-K
00" o1
- < Klor Kll’ > . (44)
O vetor K“ pode entdo ser escrito como

K% = £k4%4, (45)

onde o sinal define um vetor nulo que aponta para o futuro
(+) ou para o passado (—). K® é obviamente real e nulo,
pois KK, = |kak*|?> = 0. Ao fazermos ¢ = k%, = k',

encontramos:

K1 = nn.
(46)

K" =¢g, K" =g, K" =g

Portanto a eq. (44) se reduz a

i( T+ Z X+iY)_<§Z_ §ﬁ>
V2\ X - T-2 né
=<€>@ M, @7
Ui
onde pusemos T' = K°, X = K'Y = K?, Z = K?. Es-
sa ultima € a prépria relagdo (13). Conciliamos dessa manei-

ra os spinors aos vetores nulos do espaco-tempo, escrevendo
estes em termos daqueles.

14 A partir de agora denominaremo-los simplesmente 2-spinors, ou spinors.

S Spinors de Weyl

Uma vez desenvolvida a teoria dos vetores-spin'“, torna-
se necessdrio estudar tais entidades sob o ponto de vista da
teoria de representagdo do grupo de Lorentz, ou melhor, do
SL(2,C), recobrimento duplo do grupo de Lorentz restrito
SO4.(1,3).

5.1 Representacoes

Dados dois grupos G e H, dizemos que uma
representacdo € uma aplicacdo f : G — H que € um ho-
momorfismo' de grupos, e H é um grupo de matrizes, de
ordem n. Se V™ é um espago vetorial n-dimensional, entdo
dada uma base de V", elementos de H sdo transformacdes
lineares que agem sobre V™. O espago vetorial VV"* € dito um
espago de representagdo de G e elementos de V" sdo ditos
elementos que carregam a representagdo de G.

Dizemos que duas representagdes ¢ : G - He ¢ : G —
H sao equivalentes se existir um isomorfismo ® : V'"* — V"
tal que p(g) = ® o ¢(g) o @1, Vg € G. Em se tratando
do espaco-spin, as transformagdes lineares com determinan-
te unitdrio formam o grupo SL(2,C) > A. Existem duas
representagdes de SL(2,C) que ndo sdo equivalentes. De-
finimos p(A)(z) = Az e p(A)(z) = Afz. Essas duas
representacdes seriam equivalentes se existisse um isomor-
fismo o : C* — C? tal que p(A) = ao p(A) o™ !. Para
isso seria preciso que existisse uma matriz complexa 7' de
ordem 2 e inversivel tal que p(A)T = Tp(A). Mas essa
tltima equagdo ndo tem solugéio para A € SL(2,C), em-
bora a tenha para A € SU(2). Dessa maneira temos duas
representacdes ndo-equivalentes de SL(2, C) denotadas por
D1/2.0) ¢ D(©:1/2) Qs elementos do espaco que carrega
essas representacdes sao chamados spinors de Weyl.

Spinors contravariantes apontuados (SCTA)

Tais spinores sdo elementos de um espaco bidimensional
complexo, munido de uma métrica spinorial

G:CPxC - C
(Gx) = GG =My (48)
0 11, o
onde J = < 1 0 ) € a matriz simplética.
O spinor ( é representado pelo vetor coluna
1
=(§> (49)

15Um homomorfismo f : G — H de grupos é definido pelas seguintes propriedades:

F@)fg') = flgg'), V9,9" € G,

[idg) = idg.
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Esse tipo de spinor carrega a representacio D(1/2:9) do gru-
po SL(2,C) e se transforma perante R € SL(2,C) como
(¢ — RC.

Spinors covariantes apontuados (SCA)

Tais spinores sdo elementos do espago bidimensional
complexo dual C2, definido por

C3¢:CC - C
X = Gx)=0Gx
= G(¢x) =Ty (50)

Portanto o spinor (, é representado por

G = (C1,¢) = (¢%,=¢Y) |- (51

A fim de que a métrica spinorial fique invariante sob
a acdo da transformacdo R € SL(2,C), é necessdrio que
G GR™Y, ReSL(2,C).

Esses dois tipos de spinors representam elementos de G4
e G4, respectivamente.

Spinors contravariantes pontuados (SCTP)

Tais spinors sdo elementos do espago bidimensional com-
plexo (C?) > ¢, ¢ € C* munido com a métrica spinorial

G:C?xC 5 C
Ex = G x) =X (52)

Os SCTP sio representados por

. —1' —9

(=@, | (53)

Spinors covariantes pontuados (SCP)

Tais spinores sdo elementos do espago bidimensional
complexo dual C?, definido por

Cf SXp: ¢ -5 C
( C"()'('b) = CXb
= G((X) = Ix. (54)

e um SCP ¢ representado por

o — Yl’ — YQI’ 55
e-(3)-(%)] @

Claramente a lei de transformacdo dos spinors pontuados
sob a agdo de R € SL(2,C) ¢

{ (R & = (RN, (56)

Esse tipo de spinor carrega a representagio D(%1/2) do gru-
po SL(2, C). Os spinors pontuados representam, respectiva-
mente, elementos de G2 e G4 .

6 Spinors de Dirac

A partir dos 2-spinors, definimos os 4-spinors de Dirac
(também chamados bispinors ou simplesmente spinors de
Dirac) como elementos de G* @ G4:. Os spinors de Dirac
classicamente sdo vistos como vetores do espaco quadridi-
mensional complexo C* equipado com a métrica spinorial

G:C*xC* 5 C
(Pr,92) = G(Wr,1hs) =T (Ta)bs,  (57)

onde o spinor ¢ € definido como
. CZ
CaCpoy=Ctio=| 2 |- (8

Na base canonica de C* a matriz J; € a representagdo de G

Jd:<'(]) 2) (59)

Os spinors de Dirac carregam a representacdo D(1/2,0) g
D(©:1/2) do grupo SL(2, C). Sob a condigio

G(1,¥2) = G(p(R)Y1, p(R) ), (60)

que requer que a métrica spinorial G seja invariante perante
a acdo da representacdo de R, obtemos a importante relacio:

R 0

p(R)Z(O (RT)1>’ ReSL(2,0). (61
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7 Bandeiras Nulas

Nesta tltima se¢do mostraremos como o spinor, até ago-
ra visto como uma entidade que carrega a representacdo de
grupos cldssicos estd diretamente relacionado com uma es-
trutura geométrica, a bandeira nula. Tal estrutura consiste
de um vetor que estd na casca do cone de luz e uma familia
de vetores linearmente independentes a esse vetor, que € res-
ponsavel pela orientacdo da bandeira mediante algum tipo
de rotacdo em M. Assim bandeiras sao fundamentalmente
fragmentos de plano orientados, tangentes a casca do cone
de luz. Qualquer transformagio efetuada no espago dos spi-
nors € também descrita em M pelas bandeiras nulas. Esse é
um conceito importantissimo na teoria de Penrose e, mesmo
de uma maneira sucinta tentaremos descrever as bandeiras
nulas o mais completamente possivel.

Vimos como associar um vetor nulo que aponta para o fu-
turo K® ao spinor k*, que tem coordenadas (£, ). Pela eq.
(46), (&, n) servem também como coordenadas para K%, e as
transformacdes & — &et?, n — ne’? deixam K¢ invariante.
E proposta uma estrutura mais rica com o intuito de reduzir
essa redundancia a uma simples ambigiiidade no sinal. Tal
estrutura é composta pelo vetor nulo K¢, chamado pdlo, e
por um semiplano nulo'® (flagplane) e é chamada de bandei-
ra (flagpole). Dessa maneira podemos passar de um spinor
k4, representado como um SCTA por duas componentes k'
e k? a um objeto geométrico, a bandeira.

Vimos que podemos definir um vetor nulo que aponta pa-
ra o futuro (ou pélo) pela eq. (45):

S
V2

1 T+Z X+iy
2\ X—iY T-Z

kil
- ( K2Ry

O vetor z® ¢ dilatado por p?> ao multiplicarmos k“ por
A = pe'?. Contudo o vetor z* ndo muda de diregio e é
independente da escolha do angulo #. Dai dizemos que o ve-
tor nulo z® é unicamente determinado pelo spinor k4. Mas
o spinor k“ ndo é unicamente determinado pelo vetor z¢,
que corresponde a uma familia de spinors. Eles formam um

espaco projetivo e diferem um do outro por um fator de fase
i0
e,

XAA’ _ kAI;?A’

kL E?
LR ) . (62)

Definimos um bivetor real antissimétrico, denominado
momento angular

Fab — pABA'B' _ pARBA'B' 4 ABRA'LB | (63)

Vemos que F'** = —F% (e conseqiientemente que F%°
tem seis componentes). O bivetor F® & real e determina
um semiplano tangente ao cone de luz ao longo do vetor
¢ = kAR

Tomamos uma base-spin como sendo {k*,w*}, com
kaw? = 1. Portanto podemos escrever 4P = k4wB —
wAkP, e torna-se simples caracterizarmos a quantidade F'*

como sendo o momento angular, pois

pob  —  pABA'B

= KRB 0P — oV kP) +

b (AP — WARB) AR
= K%Y (KPP +WPEY) +

(kAo? + w2 B EPED
Y AA'yBB' _yAA' BB’

= z%b —yoab. (64)

O spinor F'?* representa um bivetor formado por dois ve-
tores z%, y® € R ~ ML Obviamente o pélo z® é o préprio
vetor real nulo da bandeira, determinado unicamente pelo
spinor k4. O segundo vetor,

y* = YA = (o + k), (65)

é também determinado por k£, mas nio unicamente, ji que
o par (k“,w*) ndo é o tnico possivel na construgio de ¢4 7.
Com efeito, qualquer spinor do tipo w64 = wA + \k? satis-
faz kawg' = 1. Com essa liberdade o vetor y¢ se transforma
em y¢ = y® + (A + A\)z®. Relacionamos cada valor real de
(A + )\) a uma familia de vetores y{, todos eles coplanares.
Esta € a bandeira, segundo Penrose.

Ao multiplicarmos o spinor k4 por e*’
em torno do pdlo por um angulo de 26:

, 0 vetor y* roda

Yo, = VAN _ 2i0pAgAl | 20 AR
= cos20(k w0 + wikY)
+ sin20(ik4@?Y — iwd k)
= y%cos20 + z%sin 26. (66)

1Um semiplano nulo é um semiplano tangente ao cone de luz, ou seja, € um semiplano tangente ao cone, cuja intersecgio com o préprio cone é o vetor

Ke.
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8 Conclusoes

Gostaria de enfatizar que a primeira parte deste artigo é
uma revisao base da teoria de Penrose [3]. Segundo tal teo-
ria, a estrutura spinorial, advinda da andlise da estrutura do
cone de luz no espago-tempo de Minkowski (M) , pode ser
vista como mais fundamental que os pontos em M. Quan-
do fazemos a intersec¢@o do cone de luz com um hiperplano
de tempo constante, obtemos uma esfera de Riemann imersa
em um espaco euclidiano. A partir da correspondéncia entre
essa esfera e o plano bidimensional (acrescido de um pon-
to) vimos como construir vetores bidimensionais complexos,
o0s quais, se se transformarem sob a acio do grupo SL(2,0),
denominamos spinors. Também utilizando os spinors, cons-
trufmos os vetores e a métrica de M.

Vimos também que rotagdes no espaco euclidiano R?
podem ser viabilizadas a partir de transformagdes spino-
riais. Discutimos um pouco sobre as representacdes de
SL(2,C), em particular sobre as suas duas representa¢des
ndo-equivalentes D(1/2:0) ¢ D(0:1/2) fundamentais para a
descri¢do dos spinors de Weyl e de Pauli na mecanica
quantica nao-relativistica. A partir dos spinors de Weyl, con-
sideramos os spinors de Dirac como entidades que carregam
arepresentacio D(1/2:0) ¢ D(©:1/2) do grupo SL(2,C). Des-
crevemos ainda algumas interpretacdes geométricas associa-

das aos spinors. Caracterizamos uma grandeza fundamental-
mente spinorial F** como sendo o bivetor momento angular,
e a partir daf descrevemos a bandeira de Penrose, que pode
ser interpretada como um fragmento de plano orientado. As
aplicagcdes desses conceitos s@o feitas na teoria dos twistors
de Penrose [5], que é uma generalizacdo dos spinors e estd
fora do escopo do presente artigo.
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