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Neste trabalho, analisamos algumas soluqBes n b  lineares paraxiais para a equaqiio de onda de Helmholtz, notadamente 
urn feixe de Bessel livre de dih$io. Apresentamos algumas comparaq6es entre os feixes besseliano e gaussiano e citamos 
algumas possiveis aplicaq8es dos feixes niio dihtivos que os tomam interessantes para a 6ptica n k  linear. 

In this work, we analyzed some nonlinear paraxial solutions for the Helmholtz wave equation, notedly a difiaction-fiee 
Bessel beam. We presented some comparisons between the Bessel and Gaussian beams and some possible applications of 
difEactionless beams are mentioned, that turn them interesting for the nonlinear optic. 

0 perfil espacial de um feixe de radiaqiio eletromagnktica 
constitui um parhetro importante para aplicaq6es 
cientificas e tecnol6gicas. Numa primeira abordagem, as 
fientes de onda mais simples que propagam-se em um meio 
material siio as ondas planas, para as quais a fase mantsm-se 
constante sobre planos espaciais. Em geral, nos cursos de 
fisica bhica, bem como nos cursos normais de eletrornag- 
netismo do ciclo profissional, a forma espacial da radiaqb 
eletromagnktica niio 6 considerada explicitamente, sendo 
quase sempre dada em termos de ondas planas, o que e 
bastante compreensivel, pois simplifica os chlculos para os 
alunos iniciantes; alkm do que, as ondas planas forrnam 
uma base matemitica atravks da qua1 os campos eletro- 
rnagneticos mais realisticos podem ser expandidos. Supondo 
dependhcia harm6nica para a radiaqiio, a equagiio de onda 
que descreve a propagaqiio pode ser escrita na forma da 
equagiio de Helmholtz para o campo eletrico 

onde k k o vetor de onda da radiaqiio, o qual est6 relacionado 
li freqiiencia w da onda, a permissividade e e a permeabili- 
dade p do material no qual ocorre a propagaqb, pela relaqfo 
de dispersfo [I]: 

duas componentes: a transversal (direqfo T) e a longitudinal 
(direqHo z) 

Supondo que a propagaqiio seja proxima do tip0 onda 
plana, onde o fluxo de energia esd predominantemente ao 
longo da direqiio longitudinal, podemos escrever, de forma 
geral, que o campo eletrico e dado por uma imica compo- 
nente transversal: 

E(T, t )  = *(T) . exp[i(wt - kz)] . 

Existiriio inheros tipos de amplitudes *(T) para o 
campo elktrico satisfazendo A equaqiio de Helmholtz, cada 
soluqiio apresentando suas caractensticas prbprias. Al- 
guns tipos de amplitudes estariio sujeitas ao fen6meno da 
d i h q b ,  efeito que afeta a quase todos os campos ondu- 
latbrios classicos. Neste trabalho analisamos duas possibi- 
lidades para a amplitude Q(T) do campo: perfil gaussiano 
fundamental e perfil besseliano. No segundo case, como 
veremos mais adiante, temos uma soluqiio do tip0 livre de 
difraCb [2]. 

0 objetivo deste trabalho 6 apresentar uma revisfo dos 
principais aspectos envolvidos na teoria eletromagn6tica de 

k = w . & Z .  (2) feixes opticos niio dihtivos. 0 s  t6picos deste trabalho 
foram divididos da seguinte rnaneira: na seqiio 2 sfo apresen- 
tadas duas soluq6es paraxiais da equaqiio de onda. Discuti- 

Podemos procurar soluq6es para a Eq. (1) do tipo para- mos na seqb 3 a realizaqb experimental do feixe de Bessel, 
xial, onde a direqb de propagaqiio do campo elktrico seja e comparamos os perfis gaussiano e besseliano fundarnen- 
em uma dada diregfo longitudinal z. Em coordenadas tais. Algumas possiveis aplicag8es dos feixes sem difiqiio 
cilindricas e tendo o problema de simetria azimutal, pode- sfo dadas na segfo 4, e finalmente apresentamos urna breve 
mos decompor o operador diferencial Laplaciano (v2) em conclusiio na seqfo 5. 
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2 Algumas soluq8es paraxiais da 
equaqiio de onda 

Uma das soluq6es mais importantes da equaqiio de onda 
C uma funqiio do tipo gaussiana, uma vez que representa 
grande parte da forma espacial dos feixes de lasers presentes 
nos laboratorios de bptica. Esta soluqiio B imposta pelas 
condiqces de contomo das cavidades ressonantes que for- 
mam os lasers, sendo em alguns casos, entretanto, gerados 
perfis mistos do tipo Gauss-Laguerre. 0 mod0 gaussiano 
fundamental 15 caracterizado pela seguinte expresslo para a 
amplitude do campo elktrico [I]: 

Frentes de 
Fase 

Figura I :  Aspecto da propagap?o de um campo gaussiano, 
mostrando a diveigincia angular do feixe. 

onde wo e a cintura minima do feixe definida no plano z = 0, 
e w(z) representa a cintura do feixe na posiqiio longitudinal 
z, sendo dada pela seguinte expressiio: 

Ha alguns anos forarn previstas soluqaes teoricas paraxi- 
ais da equaqiio de onda do tip0 modos besselianos, feitas por 
J. Durnin e colaboradores [2]. Uma caracteristica funda- 

de tal maneira que w (zo) = d w o ,  onde zo = (.~w,2n/X) e 
mental destas soluqaes 6 que estes modos representam ondas 

o comprimento de Rayleigh da radiaqb com comprimento livres de difraqiio, mkbo central de de onda A. A fase adquirida pel0 campo apos propagar uma intensidade muito estreito. 0 termo livre de dzji-a@o sig- 
distiincia longitudinal 2, em um meio material de indice de nihca que camPo obedece a expressiio: 
refraqb n, t a quantidade +(z) = tan-l(z/z0), enquanto 
R(z) representa o raio de curvatura da frente de onda do 
feixe nessa posiqiio. A forma do feixe gaussiano funda- 
mental 6 en60 univocamente determinada, dada sua cintura 
minima wo e sua localizaqb (plano z = 0). 

Da equaqiio (6),  vemos que a cintura do feixe gaussiano 
cresce corn a disthcia longitudinal, apresentando, portanto, 
uma diverghcia angular dada pel0 kgulo de dihqiio Odi f: 

E(r, z, t) = Eo . JO (ar)  . exp(i [pz - wt]) , 

conforme se pode ver na Fig. 1. Esta divergencia angu- 
lar t uma rnanifestaqiio da dihqiio ondulatoria, ocasionada 
pel0 espalhamento de urna onda confinada em uma direqiio 
transversal, por uma abertura de raio w,, para campos longos 
(z > > zo). Esse efeito, inerente aos feixes gaussianos, pode 
ser em parte diminuido ou at6 mesmo aumentado, usando-se 
urn telescopio bptico, formado por um par de lentes conver- 
gentes ( m a  objetiva e uma ocular) cujo afastamento entre 
elas e dado pela soma de suas disthcias focais [3]. 

onde a e 0 siio as componentes radial e longitudinal do vetor 
de onda, respectivamente, satisfazendo a relaqb: a2 +P2 = 
k2; enquanto Jo 6 a funqiio de Bessel de ordem zero e 
primeira espicie. Quando 0 < a < k, a soluqiio (8) 
representa um feixe sem dili-aqiio, uma vez que apresenta 
o mesmo perfil espacial de intensidade, J;(ar), para todo 
plano normal ao eixo z. Na Fig. 2.a mostramos a soluqgo 
besseliana para o campo eletrico, enquanto na Fig. 2.b apre- 
sentarnos o perfil de intensidade do tip0 Bessel fundamental 
na origem (z = 0, t = 0). A largura do pico central 6 apro- 
ximadamente a-l . 
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Figura 2: (a) Solu~iio do tip0 campo besseliano para z = 0 
e t = 0. (b) Pe@l de intensidade besselianofirndamental. 

3 Como produzir urn feixe de Bessel 

Nesta seg20 discutimos a realizag20 experimental de urn 
feixe besseliano [2]. Incide-se um feixe de luz colimado de 
um laser He-Ne (A = 632.8 nm) em uma abertura tipo 
fenda circular, de dihetro mkdio d = 2.5 mm, e com 
uma largura Ad = 10 pm. Na Fig. 3 vemos a segb 
transversal do arranjo experimental utilizado na obtengb de 
um feixe besseliano. A fenda circular esth posicionada no 
plano focal de uma lente de dishcia focal f = 30.5 cm e 
raio R = 3.5 mm. Do principio de Huygens, temos que 
cada ponto da frente de onda incidente atuarh como uma 
fonte secundiria de pequenas ondas esfbricas para alkm da 
abertura, as quais seriio transformadas em ondas planas pela 
lente. Pode-se mostrar que o conjunto de ondas planas assim 
formadas teriio vetores de on& contidos sobre a superficie 
de urn cone, formando uma frente de onda c8nica (Fig. 4), 
sendo esta a caracteristica matematica que define urn feixe 
de Bessel. Ao atravessar a abertura circular, o feixe coli- 
mado ser6 transformado em um feixe Jo pela lente, sendo a 
largura do spot central dada por a = (27rIA) sen(@), onde 
0 = tan-'(dl2 f). Como E: sabido, a amplitude do campo 
seri modulada pela envolt6ria de difi-agIo da fenda circu- 
lar. Entretanto, esta modulaqb serh pequena se a abertura 
de saida (raio R da lente) for grande o suficiente, de forma 
que tenhamos Ad < < (A f /R) . 

Figura 3: Arranjo experimental para criar urn feire de 
Bessel findamental. 

Existe, no entanto, um limite de propagag20 para a 
solu$20 besseliana, dado pela regilo de sombra, a uma 
disthcia Z,,, da lente. Da Fig. 3, temos que 
Z,,, = [R/tan(@)] . Podemos estimar geometrica- 
mente essa disthcia, considerando a aproximaqb para- 
xial: tan(@) x sen(@) = (a/k), e que a cintura do feixe 
seja aproximadamente w, = a-'. Assim, temos que a 
mixima disthcia de propagag20 livre do feixe de Bessel sera 
Z,,, x (2.rrRw0/A). 0 limite m h o  de propagag20 de 
um feixe besseliano pode chegar a ser muito maior do que a 
distkcia tipica (o comprimento de Raileigh zo) que um feixe 
colimado pode propagar, sem sofier grande diverggncia es- 
pacial. 

Figura 4: Frente de ondas c6nicas dos feixes besselianos, 
mjos vetores de onda estiio contidos sobre a supeflcie de 
urn cone. 
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Na Fig. 5 vemos uma comparaqfo experimental entre hologramas gerados por computador [4], que introduzem 
os perfis transversais dos feixes gaussiano e besseliano [2], modulaq8es de amplitude e de fase na fiente de onda inci- 
com mesma largura plena a meia altura no plano z = 0: dente, e geram por transmissfo aproximadamente um feixe 
AT,,,,,, = 70 pm (FWHM = full width at half maxi- de Bessel, com maior intensidade e com uma distiincia Z,,, 
mum), para diferentes valores da disthcia de propagaqb. maior. 
Na curva (a) estamos na origem z = 0 e o perfil gaus- 
siano (cma pontilhada) coincide com o pico central do per- 
fil besseliano ( c w a  saida). Em @) por sua vez, z = 10 cm 4 Alguma~ aplicag5es dos f e k s  ngo 
e a intensidade gaussiana foi multiplicada por um fator de 
30 a fim de permitir visibilidade. Jii em (c) temos que 

difrativos 
z = 100 crn, sendo a gaussiana multiplicada por um fa- 0 feixe besseliano fundamental apresenta algumas carac- 
tor de 2000 para se comparar corn os casos anteriores. Ve- tensticas que podem ser exploradas para uso pritico [5 ] .  
mos, entiio, que a intensidade do feixe de Bessel independe AS proprie&des rnais interessmtes desses feixes sf0 as 
da distiincia longitudinal propagada, enquanto que a inten- seguintes: 
sidade gaussiana alarga drasticamente com o aumento dessa 
distiincia. 

Figura 5: Comparaq6es entre os feixes gaussiano (curva 
pontilhada) e besseliano (curva sblida), para dferentes 
distrincias propagadas. Na situa~iio (a) temos z = 0, em 
( b ) z =  lOcmeem(c)z= 1 0 0 n .  

Apds a proposta inicial de Durnin e colaboradores, foram 
realizados novos esquemas para germ experimentalmente 
feixes de Bessel. Devido h dimensijes reduzidas da fenda 
circular usada na contiguraqfo experimental original (Fig. 
3), grande quantidade de luz k perdida pelo sistema, resul- 
tando em um feixe de baixa potencia e nfo muito util para 
aplicaqi5es de optica nfo linear, as quais demandam altos 
niveis de intensidade dos lasers utilizados. 0 uso de ele- 
mentos 6pticos peri6dicos com sirnetria circular no lugar da 
fenda circular inicialmente proposta pode reduzir as perdas 
de potencia presentes no setup original de Durnin. Esses 
elementos 6pticos, conhecidos como mriscaras de fase, SZO 

(1) A existencia de uma intensa regif o central de intensidade, 
que pode ser extremamente pequena, podendo ter atk mesmo 
a dimensfo do comprimento de onda da luz usada. Isto pode 
ser 6til na investigaqfo da posigfo, tamanho ou movimento 
de pequenos objetos que cruzem o feixe transversalmente. 

(2) A presenga de urn sistema de aneis que acompanha o 
spot central do feixe. 0 tarnanho desses ankis mantem-se 
constante sobre um longo alcance. Isto pode ser utilizado 
em aplicagijes que necessitem de uma grade ou de uma re- 
ferencia como escala para os objetos medidos. 

(3) 0 feixe apresenta alta direcionalidade, sendo Ctil entiio 
em aplicaq6es que demandem alta precisfo de mira. 

Como aplicaqijes especificas, podemos citar as seguintes 
utilidades para esse feixe: a detecqiio de grandes objetos, 
que ocorra ao longo do alcance do feixe, monitorando a luz 
transmitida; a detecqfo de pequenos objetos que movam- 
se dentro do feixe, coletando-se a luz espalhada, a mediqfo 
da velocidade transversal de pequenos objetos que movem- 
se atravks dos ankis do feixe. Esses feixes tambkm podem 
ser usados em fotolitografia, alinhamento de componentes 
opticos e microposicionamento para armazenamento de da- 
dos opticos. Uma aplicaq5o bastante interessante pode ser 
encontrada na referencia 161, onde os autores constmiram 
uma pinpa optica para micromanipulaqfo de pequenos obje- 
tos usando urn feixe sem difiaqiio do tipo Bessel. 

Outras aplicaqi5es dos feixes de Bessel sfo possiveis na 
optics Nfo Linear [7], gragas a longa linha focalizada do 
feixe. Uma vez que o vetor de onda total da radiaqfo obedece 
a relaqfo k2 = a2 + P2, a0 long0 de uma estreita regifo es- 
pacial de alta intensidade, k possivel sintonizar a velocidade 
de fase do campo, favorecendo entZo ao casamento de fase 
(phase-matching), muito importante na detecgb experimen- 
tal de sinais opticos nfo lineares. No Brasil, as pesquisas en- 
volvendo a produggo de feixes n b  difi-ativos Go realizadas 
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Feixes oPticos Niio D@ativos 

pel0 grupo do professor Jandir M. Hickmann, do Laboratdrio 
de 6ptica Quhtica e Niio Linear do Departamento de Fisica 
da Universidade Federal de Alagoas [8], [9], [lo]. 

Como conclusiio, foi discutida a existhcia de soluqdes 
paraxiais, livres de &qb, da equaqiio de Helmholtz. 
0 limite mkimo de propagaqb do feixe de Bessel pode 
ser muito maior do que o comprirnento de Raileigh que 
urn feixe colimado pode propagar, sem difiatar. Foram 
apresentadas algumas realizaq8es experimentais do feixe 
de Bessel, usando componentes opticos simples. Algu- 
mas caractensticas interessantes desses feixes foram citadas, 
indicando-se possiveis utiliza~aes em optics Nio Linear. 
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