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Resumo

Neste trabalho, analisamos algumas solugdes ndo lineares paraxiais para a equagdo de onda de Helmholtz, notadamente
um feixe de Bessel livre de difragdo. Apresentamos algumas comparagdes entre os feixes besseliano e gaussiano e citamos
algumas possiveis aplicagdes dos feixes ndo difrativos que os tornam interessantes para a optica ndo linear.

In this work, we analyzed some nonlinear paraxial solutions for the Helmholtz wave equation, notedly a diffraction-free
Bessel beam. We presented some comparisons between the Bessel and Gaussian beams and some possible applications of
diffractionless beams are mentioned, that turn them interesting for the nonlinear optic.

1 Introducao

O perfil espacial de um feixe de radiag@o eletromagnética
constitui um pardmetro importante para aplicagdes
cientificas e tecnoldgicas. Numa primeira abordagem, as
frentes de onda mais simples que propagam-se em um meio
material s30 as ondas planas, para as quais a fase mantém-se
constante sobre planos espaciais. Em geral, nos cursos de
fisica basica, bem como nos cursos normais de eletromag-
netismo do ciclo profissional, a forma espacial da radiagdo
eletromagnética ndo é considerada explicitamente, sendo
quase sempre dada em termos de ondas planas, o que €
bastante compreensivel, pois simplifica os calculos para os
alunos iniciantes; além do que, as ondas planas formam
uma base matematica através da qual os campos eletro-
magnéticos mais realisticos podem ser expandidos. Supondo
dependéncia harmonica para a radiagdo, a equagdo de onda
que descreve a propagagdo pode ser escrita na forma da
equagdo de Helmholtz para o campo elétrico

V2E(r,t) + kK*E(r,t) =0, BN¢)

onde k € o vetor de onda da radiagdo, o qual esta relacionado
a freqiiéncia w da onda, a permissividade € € a permeabili-
dade p do material no qual ocorre a propagacao, pela relagio
de dispersdao [1]:

k=w e, )

Podemos procurar solugdes para a Eq. (1) do tipo para-
xial, onde a diregdo de propagagdo do campo elétrico seja
em uma dada dire¢do longitudinal z. Em coordenadas
cilindricas e tendo o problema de simetria azimutal, pode-
mos decompor o operador diferencial Laplaciano (V2) em

duas componentes: a transversal (diregdo ) e a longitudinal
(diregdo 2)
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Supondo que a propagagdo seja proxima do tipo onda
plana, onde o fluxo de energia esta predominantemente ao
longo da dire¢do longitudinal, podemos escrever, de forma
geral, que o campo elétrico € dado por uma unica compo-
nente transversal:

E(r,t) = ¥(r) - expli(wt — k2)] . 4)

Existirdo intmeros tipos de amplitudes ¥(r) para o
campo elétrico satisfazendo a equagdo de Helmholtz, cada
solucdo apresentando suas caracteristicas proprias. Al-
guns tipos de amplitudes estardo sujeitas ao fendmeno da
difragao, efeito que afeta a quase todos os campos ondu-
latérios classicos. Neste trabalho analisamos duas possibi-
lidades para a amplitude ¥(r) do campo: perfil gaussiano
fundamental e perfil besseliano. No segundo caso, como
veremos mais adiante, temos uma solugg@o do tipo livre de
difragdo [2].

O objetivo deste trabalho € apresentar uma revisao dos
principais aspectos envolvidos na teoria eletromagnética de
feixes Opticos ndo difrativos. Os topicos deste trabalho
foram divididos da seguinte maneira: na se¢o 2 s20 apresen-
tadas duas solugGes paraxiais da equago de onda. Discuti-
mos na se¢do 3 a realizagdo experimental do feixe de Bessel,
€ comparamos os perfis gaussiano e besseliano fundamen-
tais. Algumas possiveis aplicacbes dos feixes sem difragdo
s@o dadas na segdo 4, e finalmente apresentamos uma breve
conclusio na segdo 5.
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2 Algumas solucoes
equacio de onda

paraxiais da

Uma das solu¢Ges mais importantes da equagdo de onda
¢ uma func¢@o do tipo gaussiana, uma vez que representa
grande parte da forma espacial dos feixes de lasers presentes
nos laboratérios de optica. Esta solugdo é imposta pelas
condi¢Oes de contorno das cavidades ressonantes que for-
mam os lasers, sendo em alguns casos, entretanto, gerados
perfis mistos do tipo Gauss-Laguerre. O modo gaussiano
fundamental é caracterizado pela seguinte expressdo para a
amplitude do campo elétrico [1]:

B() = By 2-exp {i[qs(z) ~ k]

o malb @

onde w, € a cintura minima do feixe definida no plano z = 0,
€ w(z) representa a cintura do feixe na posigio longitudinal
z, sendo dada pela seguinte expressdo:

w(2) = wov/ 1+ (2/20)?, ()

de tal maneira que w(zp) = v2wp, onde zp = (Tw2n/\) é
o comprimento de Rayleigh da radiagdo com comprimento
de onda A. A fase adquirida pelo campo ap6s propagar uma
distancia longitudinal z, em um meio material de indice de
refragdo n, € a quantidade ¢(2) = tan~'(z/z,), enquanto
R(z) representa o raio de curvatura da frente de onda do
feixe nessa posi¢do. A forma do feixe gaussiano funda-
mental é entdo univocamente determinada, dada sua cintura
minima w, e sua localizagéo (plano z = 0).

Da equag@o (6), vemos que a cintura do feixe gaussiano
cresce com a distancia longitudinal, apresentando, portanto,
uma divergéncia angular dada pelo angulo de difragdo 04;:

A n(2y=% @

TWeN 20

64ir = tan™t
ad (wwon

conforme se pode ver na Fig. 1. Esta divergéncia angu-
lar ¢ uma manifestagdo da difragdo ondulatéria, ocasionada
pelo espalhamento de uma onda confinada em uma dire¢do
transversal, por uma abertura de raio w,, para campos longos
(z >> 2p). Esse efeito, inerente aos feixes gaussianos, pode
ser em parte diminuido ou até mesmo aumentado, usando-se
um telescopio optico, formado por um par de lentes conver-
gentes (uma objetiva e uma ocular) cujo afastamento entre
elas € dado pela soma de suas distancias focais [3].

Frentes de

z>0

Figura 1: Aspecto da propagagdo de um campo gaussiano,
mostrando a divergéncia angular do feixe.

Ha alguns anos foram previstas solugdes tedricas paraxi-
ais da equagédo de onda do tipo modos besselianos, feitas por
J. Durnin e colaboradores [2]. Uma caracteristica funda-
mental destas solugdes € que estes modos representam ondas
perfeitamente livres de difragdo, com um maximo central de
intensidade muito estreito. O termo livre de difracdo sig-
nifica que o campo elétrico obedece a seguinte expressao:

E(r,z,t) = E, - Jo(ar) - exp(i[Bz — wt]) , ®)

onde o e 3 s@o as componentes radial e longitudinal do vetor
de onda, respectivamente, satisfazendo a relaco: o + B2 =
k?; enquanto Jy é a fungdo de Bessel de ordem zero e
primeira espécie. Quando 0 < a < k, a solugdo (8)
representa um feixe sem difragdo, uma vez que apresenta
o mesmo perfil espacial de intensidade, JZ(ar), para todo
plano normal ao eixo z. Na Fig. 2.a mostramos a solugdo
besseliana para o campo elétrico, enquanto na Fig. 2.b apre-
sentamos o perfil de intensidade do tipo Bessel fundamental
na origem (z = 0, ¢t = 0). A largura do pico central € apro-
ximadamente a1,
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Figura 2: (a) Solugdo do tipo campo besseliano para z = 0
et = 0. (b) Perfil de intensidade besseliano fundamental.

3 Como produzir um feixe de Bessel

Nesta sec¢do discutimos a realizagdo experimental de um
feixe besseliano [2]. Incide-se um feixe de luz colimado de
um laser He-Ne (A = 632.8 nm) em uma abertura tipo
fenda circular, de didmetro médio d = 2.5 mm, e com
uma largura Ad = 10 pym. Na Fig. 3 vemos a se¢do
transversal do arranjo experimental utilizado na obtengéo de
um feixe besseliano. A fenda circular estd posicionada no
plano focal de uma lente de distancia focal f = 30.5 cm e
raio R = 3.5 mm. Do principio de Huygens, temos que
cada ponto da frente de onda incidente atuara como uma
fonte secundaria de pequenas ondas esféricas para além da
abertura, as quais ser@o transformadas em ondas planas pela
lente. Pode-se mostrar que o conjunto de ondas planas assim
formadas terdo vetores de onda contidos sobre a superficie
de um cone, formando uma frente de onda coénica (Fig. 4),
sendo esta a caracteristica matematica que define um feixe
de Bessel. Ao atravessar a abertura circular, o feixe coli-
mado ser4 transformado em um feixe Jj pela lente, sendo a
largura do spot central dada por @ = (27/]) - sen(f), onde
6 = tan~'(d/2f). Como & sabido, a amplitude do campo
sera modulada pela envoltéria de difragdo da fenda circu-
lar. Entretanto, esta modulagdo serd pequena se a abertura
de saida (raio R da lente) for grande o suficiente, de forma
que tenhamos Ad << (Af/R).

—
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Figura 3: Arranjo experimental para criar um feixe de
Bessel fundamental.

Existe, no entanto, um limite de propagacdo para a
solucdo besseliana, dado pela regido de sombra, a uma
distancia Z,,,, da lente. Da Fig. 3, temos que
[R/tan(6)]. Podemos estimar geometrica-
mente essa distdncia, considerando a aproximagdo para-
xial: tan(f) =~ sen(f) = (a/k), e que a cintura do feixe
seja aproximadamente w, = a~!. Assim, temos que a
maxima distancia de propagagao livre do feixe de Bessel sera
Zmaz = (2mRw,/\). O limite maximo de propagagdo de
um feixe besseliano pode chegar a ser muito maior do que a
distancia tipica (o comprimento de Raileigh zy) que um feixe
colimado pode propagar, sem sofrer grande divergéncia es-
pacial.
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Figura 4: Frente de ondas cénicas dos feixes besselianos,
cujos vetores de onda estdo contidos sobre a superficie de
um cone.
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Na Fig. 5 vemos uma comparagdo experimental entre
os perfis transversais dos feixes gaussiano e besseliano [2],
com mesma largura plena a meia altura no plano z = 0:
AT pwray = 70 pm (FWHM = full width at half maxi-
mum), para diferentes valores da distincia de propagagio.
Na curva (a) estamos na origem z = 0 e o perfil gaus-
siano (curva pontilhada) coincide com o pico central do per-
fil besseliano (curva sélida). Em (b) por sua vez, z = 10 cm
e a intensidade gaussiana foi multiplicada por um fator de
30 a fim de permitir visibilidade. Ja em (c) temos que
z = 100 e¢m, sendo a gaussiana multiplicada por um fa-
tor de 2000 para se comparar com 0s casos anteriores. Ve-
mos, entdo, que a intensidade do feixe de Bessel independe
da distancia longitudinal propagada, enquanto que a inten-
sidade gaussiana alarga drasticamente com o aumento dessa
distancia.

i.0 —r—rrr—rrrrrrrr

{b)x 30
{e}x 2000

<5

INTENSIDADE (unid. arbitrarias)

Figura 5: Comparagdes entre os feixes gaussiano (curva
pontilhada) e besseliano (curva sélida), para diferentes
distancias propagadas. Na situagdo (a) temos z = 0, em
(b) z=10cm eem (c) z = 100 cm.

Apos a proposta inicial de Durnin e colaboradores, foram
realizados novos esquemas para gerar experimentalmente
feixes de Bessel. Devido as dimensoes reduzidas da fenda
circular usada na configuragdo experimental original (Fig.
3), grande quantidade de luz € perdida pelo sistema, resul-
tando em um feixe de baixa poténcia e ndo muito 1til para
aplicagdes de optica nao linear, as quais demandam altos
niveis de intensidade dos lasers utilizados. O uso de ele-
mentos Opticos periddicos com simetria circular no lugar da
fenda circular inicialmente proposta pode reduzir as perdas
de poténcia presentes no setup original de Durnin. Esses
elementos Opticos, conhecidos como mascaras de fase, sdo

hologramas gerados por computador [4], que introduzem
modulagbes de amplitude e de fase na frente de onda inci-
dente, e geram por transmissdo aproximadamente um feixe
de Bessel, com maior intensidade e com uma distancia Z,,4
mailor.

4 Algumas aplicacoes dos feixes nao
difrativos

O feixe besseliano fundamental apresenta algumas carac-
teristicas que podem ser exploradas para uso pratico [5].
As propriedades mais interessantes desses feixes sdo as
seguintes:

(1) A existéncia de uma intensa regido central de intensidade,
que pode ser extremamente pequena, podendo ter até mesmo
a dimensdo do comprimento de onda da luz usada. Isto pode
ser util na investigag@o da posi¢do, tamanho ou movimento
de pequenos objetos que cruzem o feixe transversalmente.

(2) A presenga de um sistema de anéis que acompanha o
spot central do feixe. O tamanho desses an€is mantém-se
constante sobre um longo alcance. Isto pode ser utilizado
em aplicagdes que necessitem de uma grade ou de uma re-
feréncia como escala para os objetos medidos.

(3) O feixe apresenta alta direcionalidade, sendo util entdo
em aplicagOes que demandem alta precisdo de mira.

Como aplicagdes especificas, podemos citar as seguintes
utilidades para esse feixe: a deteccdo de grandes objetos,
que ocorra ao longo do alcance do feixe, monitorando a luz
transmitida; a detecgdo de pequenos objetos que movam-
se dentro do feixe, coletando-se a luz espalhada; a medicdo
da velocidade transversal de pequenos objetos que movem-
se através dos anéis do feixe. Esses feixes também podem
ser usados em fotolitografia, alinhamento de componentes
opticos e microposicionamento para armazenamento de da-
dos dpticos. Uma aplicagdo bastante interessante pode ser
encontrada na referéncia [6], onde os autores construiram
uma pinga Optica para micromanipulagdo de pequenos obje-
tos usando um feixe sem difragdo do tipo Bessel.

Outras aplicagdes dos feixes de Bessel sdo possiveis na
()ptica Nao Linear [7], gragas a longa linha focalizada do
feixe. Uma vez que o vetor de onda total da radiagdo obedece
arelagdo k2 = a? + (32, ao longo de uma estreita regido es-
pacial de alta intensidade, € possivel sintonizar a velocidade
de fase do campo, favorecendo entdo ao casamento de fase
(phase-matching), muito importante na detec¢io experimen-
tal de sinais Opticos ndo lineares. No Brasil, as pesquisas en-
volvendo a producdo de feixes ndo difrativos sdo realizadas
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pelo grupo do professor Jandir M. Hickmann, do Laboratério
de Optica Quantica e Ndo Linear do Departamento de Fisica
da Universidade Federal de Alagoas [8], [9], [10].

5 Conclusoes

Como conclusdo, foi discutida a existéncia de solugdes
paraxiais, livres de difracdo, da equa¢do de Helmholtz.
O limite maximo de propagagdo do feixe de Bessel pode
ser muito maior do que o comprimento de Raileigh que
um feixe colimado pode propagar, sem difratar. Foram
apresentadas algumas realizagdes experimentais do feixe
de Bessel, usando componentes Opticos simples. Algu-
mas caracteristicas interessantes desses feixes foram citadas,
indicando-se possiveis utilizagdes em Optica No Linear.
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