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Resumo

O presente artigo tem a finalidade de apresentar ao leitor a teoria de Kaluza que se baseia na idéia da adi¢cdo de uma
dimensdo extra as equagdes de Einstein no espago vazio para obter, como conseqiiéncia, a unificagcdo entre a gravitagdo e
eletromagnetismo no espago quadridimensional. Além disso, apresentamos o mecanismo de compactificacdo da dimensado
extra proposto por Klein. Este mecanismo consiste em adotar uma topologia circular para a quinta dimensio, sugerindo desta
maneira que o raio da dimensdo € da ordem de grandeza do comprimento de Planck e por isso ndo ¢ observado experimental-

mente.

1 Introducao

Um dos grandes desafios para os fisicos neste novo século
€ construir uma teoria que unifique as interacdes da na-
tureza. No século XIX duas forcas bdsicas da natureza,
eletricidade e magnetismo, foram unificadas comecando
através dos trabalhos de Ampere e Faraday e culminando
em 1879 com o livro ‘A Treatise on Electricity and Mag-
netism’ [2] de Maxwell. Além disso, a unificacdo entre o
espaco tridimensional e o tempo apresentada pelos trabalhos
de Minkowski e Einstein motivou, de maneira natural, ten-
tativas de unificacdo entre interacdes gravitacionais e eletro-
magnéticas.

O primeiro a seguir este caminho foi o fisico Nordstrom,
que em 1914 propds a adi¢do de uma dimensdo extra para
obter a unificacdo da sua teoria de gravitagdo, que era de-
scrita por um campo escalar acoplado ao traco do tensor
energia-momento, com a teoria eletromagnética de Maxwell.

Em 1916, Einstein publicou seu famoso artigo ‘Grund-
lage der allgemeinen Relativitdtstheorie’ [1] (Fundamentos
da teoria da relatividade geral) onde apresentava sua teoria
para gravitagdo e, dois anos mais tarde, Weyl estendeu a rel-
atividade geral de modo a unificar gravitagdo e eletromag-
netismo. Diferentemente de Nordstrom ou de Kaluza, que
fizeram a hipétese de uma dimensdo extra, Weyl escolheu
outro caminho para unifica¢do das intera¢des quando alterou
a geometria Riemanniana e manteve a sua teoria no espaco
quadridimensional.

Kaluza era matematico e, ao que tudo indica, parecia de-
sconhecer a teoria de Nordstrom. Ele apresentou suas idéias
a Einstein em 1919 e apds dois anos, Einstein sentiu-se con-
fortdvel para encoraji-lo a publicar seu trabalho. No ar-
tigo publicado em 1921 intitulado ‘On the unity problem of
physics’ [3], Kaluza mostrou que era possivel combinar a
gravitagdo e eletromagnetismo ao acrescentar uma dimensao
extra as equacdes de gravitacao de Einstein.

2 A teoria de Kaluza

A idéia de acrescentar uma dimensdo extra ao espaco-
tempo surgiu apds Kaluza observar a semelhanca entre os
simbolos de Christoffel I' e o tensor campo eletromagnético
de Maxwell F":

1
F;u/)\ = 5 (augu)\ - 8ugu)\ + 8)\9;“/)
F. = 0,A,—0,A,, )

com indices gregos variando de 1 a 4. Nesta equacdo, o
campo g,,,, representa o tensor métrico e o campo A,, denota
o quadrivetor potencial. Kaluza notou que F},, se tornaria
um simbolo de Christoffel se ele introduzisse uma dimensao
extra com uma métrica tal que I'y,,5 ~ F),. Paraisso é
necessdrio identificar A, = g,5 e assumir que esta quan-
tidade ndo dependa da coordenada 2° = y pertencente ao
espaco da quinta dimensao.

Uma caracteristica importante da teoria de Kaluza é que
o formalismo matematico € andlogo a Relatividade Geral, ou
seja, todos 0s objetos matematicos se comportam da mesma
forma e diferem apenas na variacdo dos indices tensoriais.
Utilizaremos a nota¢do (") a fim de ressaltar que a quan-
tidade pertence ao espaco de cinco dimensdes. Entdo, um
elemento de linha pentadimensional pode ser escrito como

ds? = gapdz’dz®, )

com indices latinos maiusculos variando de 1 a 5. Kaluza
assumiu a métrica

ds? = gudztde’ + gss (dy + gusdz™)’

guvdztdz” + (dy + HAudﬂZ”)Q ) 3)

tal que x representa um fator de escala do potencial A,, (ini-
cialmente tomaremos x = 1), e o elemento de linha (eq. 2)
torna-se invariante sob as transformacoes

' = a'*(xY), 4)
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y = y+ fa"), (5)
AL = Au_ uf(wu) (6)

onde f(z*) representa uma fungio arbitrdria das coorde-
nadas z* de um ponto P num certo sistema de coordenadas
L, enquanto z'* denota as coordenadas do mesmo ponto P
em outro sistema de coordenadas L'.

Em outras palavras, o elemento de linha ¢ invariante sob
uma transformagdo de coordenadas geral (eq. 4) e sob uma
transformacio da coordenada extra (eq. 5) acompanhada por
uma transformacao de calibre (eq. 6).

De maneira andloga ao que € feito na teoria da Relativi-
dade Geral, é possivel escrever a acdo S de Einstein-Hilbert
no espaco pentadimensional vazio como:

N 1 .
S = A/R Ad‘*md, 7
e Vid zdy @)

onde G, R e § representam, respectivamente, a constante
gravitacional, o escalar de Ricci e o determinante do tensor
métrico no espago de cinco dimensdes.

Através do principio de minima a¢@o, obtém-se o andlogo
das equacgdes de campo de Einstein no espago vazio:

. . 1. -
Gap =Rap — igABR =0, (8)

onde os tensores G AB € R 4B denotam o tensor de Einstein
e o tensor de Ricci.

Utilizando a métrica (3) e assumindo que todos os cam-
pos sdo independentes' da quinta coordenada z° = y, a
equacdo (8) reduz-se as seguintes equagdes de campo em
quatro dimensdes:

G = 8rGT,,, )
V. =0, (10)
FoF™ = 0 11

tal que T,y = 79uvFapF®? — F2F,, denota o tensor
energia-momento para o campo eletromagnético e identi-
ficamos o fator de escala k = +/8w(G. No total, quinze
equacdes (10+4+1) foram obtidas como esperado, pois ex-
istem quinze elementos independentes na métrica pentadi-
mensional.

As duas primeiras equagdes sdo as conhecidas equagdes
de Einstein e Maxwell deduzidas a partir de um véacuo
em cinco dimensdes 2, enquanto a tltima representa uma
condicdo adicional obtida de R55 = 0 pela variacdo de gs55.
Com efeito, substituindo a métrica (3) na acdo (7) e identifi-
cando a constante gravitacional como

-1
G=0G </ dy) (12)

!Esta imposi¢io é conhecida na literatura como condicio cilindrica.

obtemos:

A—L 4 _1 % 4
S—8WG/R\/§daz 4/FWF Vodz, (13)

que € a acdo de Einstein-Maxwell.
3 O mecanismo de compactificacao

Até agora nada foi mencionado sobre a natureza fisica
da quinta dimensao, nem o fato dela ndo ser observada ex-
perimentalmente. Em 1926, o fisico sueco Klein estendeu
a idéia de Kaluza que havia postulado a independéncia dos
campos com relacdo a dimensao extra. Motivado pelo desen-
volvimento da mecanica quantica, Klein adotou a seguinte
propriedade:

(%) a quinta dimensdo possui a topologia de um circulo,
de modo que a variedade pentadimensional V5 resulta no
produto V5 = V} x S, onde V} denota uma variedade Rie-
manniana (espaco-tempo) e S' um circulo que é a variedade
relacionada ao grupo de simetria U (1) do eletromagnetismo.

Esta propriedade nos indica que qualquer campo f (z#, y)
se torna periddico em relacdo a quinta coordenada, de modo
que

fa,y) = fa*,y +2m7), (14)

onde r representa o raio da quinta dimensdo. Isto é equiv-
alente a afirmar que os campos podem ser expandidos em
série de Fourier:

gos(ay) = > gl@m)emit,s)
n=-—oo

A n=c .

Aa(atyy) = > AP @me™r, (16

onde o indice superescrito (n) denota o enésimo termo de
Fourier.

4 A quantizacao da carga elétrica

O caso mais simples para uma teoria de campo no espago
pentadimensional consiste num campo escalar ¢ sem massa
que satisfaca a equacdo de Klein-Gordon

O¢(z",y) = 0. (17)

Como foi visto, pela propriedade adotada por Klein, o
campo escalar pode ser expandido como

d(a,y) = i o™ (z)e /T, (18)

n=—oo

2Esta conseqiiéncia é algumas vezes denominada de ‘Kaluza-Klein miracle’ (milagre de Kaluza-Klein).
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Utilizando a métrica (3) com g,, = 1), (métrica
de Minkowski) e a defini¢do do operador d’lambertiano,
conclui-se que

O = 04(GaBOB)
09" 90y + 85@5“(% + 8ug”585 + 35@5535

(8" — KA"D,) (D, — KALD,) + (8,)° (19)

Conseqiientemente, é possivel obter infinitas equagodes
desacopladas quando o operador atuar sobre a expansdo de
Fourier do campo escalar (eq. 18), isto é,

(0" = iZEAM) (@, — T Ay) = m?] 6" (@) = 0,
\ (20)
com n
My = —. (21)
r

Essas equacdes indicam que os modos de Fourrier difer-
entes de zero, além de terem massa, também possuem carga,
pois comparando o operador (9, — i** A,,) com a regra de
acoplamento minimo da eletrodindmica quéntica

—ihdy — —ihD, — ZAQ, (22)

¢é possivel observar que a carga elétrica do enésimo modo é

dada por

nkh

rc

que € associada a particula de massa m,,.
Identificando a carga ¢; do primeiro modo de Fourier
com a carga do elétron e, verifica-se que

. @ _ V8rGh

rc rc

(24)

Desta forma, o raio da dimensao extra pode ser calculado
como

8rGh3e
2 _
" Tee 2
onde identificamos a constante de estrutura fina
2 1
‘ (26)

C= drhe T 137

e o comprimento de Planck

Ap = ,/G—f ~ 107%5m, (27)
C

2
r=4/>Ap~ V2T4N,. (28)

a fim de escrever

Este resultado surpreendente sugere que o valor extrema-
mente pequeno do raio € o motivo pelo qual a quinta di-
mensao nao € observada de maneira direta, como ocorre com
as dimensdes espaciais.

Por outro lado, o baixo valor do raio implica que as mas-
sas (eq.21) associadas a esses campos sdo altissimas (da or-
dem de grandeza da massa de Planck mp = 10'° GeV), de
modo que qualquer teste experimental nos aceleradores de
particulas atuais torna-se impossivel.

5 Conclusao

Em resumo, a teoria de Kaluza-Klein unifica de maneira
elegante, as interacdes gravitacionais e eletromagnéticas, de-
duzindo as equagdes de Einstein-Maxwell no espago-tempo
a partir das equacoes de campo de Einstein num espaco pen-
tadimensional vazio. Neste sentido, a fonte eletromagnética
quadridimensional é uma manifestacdo de pura geometria
em cinco dimensdes.

Contudo, um vinculo (eq. 11) é imposto no espago
quadridimensional quando Rs5 = 0. Isto ocorre porque nao
existe nenhuma equagdo de movimento associada a gss, de-
vido a condi¢@o g55 = 1 da métrica adotada por Kaluza.

Assumindo uma topologia circular com uma escala muito
pequena, Klein ndo s6 sugeriu uma explicag¢@o para a inde-
pendéncia da dimensao extra dentro dos limites experimen-
tais, mas também obteve, como conseqiiéncia, a quantiza¢ao
da carga elétrica. Por outro lado, as massas dos modos difer-
entes de zero sdo muito grandes, portanto as particulas car-
regadas que conhecemos ndo podem ser identificadas com
os modos de Kaluza-Klein.
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