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Resumo

Neste artigo apresentamos um método para a resolucéo da equacdo de Schrodinger unidimensional atravésda
representacdo de sua solugdo por meio de umaRede Neural Artificial. Parao treinamento dessarede utilizamos um
algoritmo genético que busca uma configuragdo que minimize o erro entre a solugdo aproximada pelarede e a solugéo
exata desconhecida, ou seja, usamos um método de aprendizagem ndo-supervisonada. Paratestar essemétodo escolhemos
dois sistemas para os quai s a equagao de Schrddinger possui solugdo analitica conhecida: 0 oscilador harménico simplese
um sistema descrito pelo potencial de Morse. Encontramos aproximagdes para o estado fundamental e paraos primeiros
estados excitados com erros relativos menores que 1% em média, em comparagdo com as solugdes analiticas.

1 Introducéo

Uma das equagdes diferenciais mais importantes da
Fisica, a equacdo de Schrodinger [1] é fundamental para o
entendimento do mundo quéantico e para a investigacéo da
estrutura da matéria [2]. Esta equacdo sO “apresenta’
solucdo analitica para poucos casos simples [3] e quase ha
totalidade dos casos realistas apenas solugdes numéricas
sdo viaveis[4].

Os métodos numéricos tradicionais para integragéo de
equagdes diferenciais, como 0 método de RungeKutta[5],
possuem agumas limitaghes préticas. Como exemplo
temos o fato de resolverem o problema para pontos
isolados em um dado intervalo, necessitando-se de um
procedimento adicional de interpolagéo para a obtencéo da
solucdo em todo o intervalo.

Uma aternativa a esses métodos é a utilizacdo de
Redes Neurais Artificiais para representar a solucdo da
equacdo de Schrodinger. Essa abordagem possui uma
vantagem evidente. Uma vez obtida uma configuragéo
satisfatoria da rede para um conjunto de pontos num
intervalo, a rede fornecera a solugdo para qualquer outro
ponto desse interval o investigado.

Nosso trabalho é baseado no procedimento elaborado
por Sugawara [6] de resolugdo da equagdo de Shrodinger
para 0s estados estacionarios de um sistema
unidimensional. Na se¢d0 2 apresentamos uma breve
descricdo da teoria das Redes Neurais Artificiais [7,8]. O
método de treinamento de redes através do Algoritmo
Genético [9] é explicado na secdo 3. A formulacdo
detalhada para a aplicacéo dessa metodologia asolucéo da
equacdo de Schrodinger é apresentada na secéo 4. Na segdo
5, esta metodologia é aplicada a solucdo de dois sistema
quanticos ssimples. o oscilador harménico simples e um
sistema governado pelo potencial de Morse. Conclusdes

sobre este trabalho e perspectivas para trabalhos futuros
s80 apresentadas na se¢ao 6.

2 RedesNeuraisArtificiais

As Redes Neurais Artificiais (RNA's) sdo dispositivos
baseados nos sistemas nervosos bioldgicos. Do mesmo
modo que nas redes bioldgicas, as RNA’s baseiam-se em
um complexo sistema de comunicag@o de unidades |6gicas
simples, os perceptrons. A tarefa de cada neurdnio em uma
RNA é receber a informag&o vinda de diversos pontos da
rede e transforma-la em um novo sinal que sera transmitido
para outro ponto da rede, como é exemplificado na Figura
1. Esta transformacdo é realizada por uma fungdo ndo
linear usualmente chamada de fungdo de ativagdo ou
transferéncia. Essa funcéo pode ser do tipo degrau unitario
ou, como no nosso trabalho, uma funcéo continua. A real
capacidade de processamento de uma rede neural é
resultado da quantidade de neurénios e da complexidade
com que estes neurdnios estao interligados [7,8].
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Figura 1: Esquema de funcionamento de um perceptron em
uma RNA.

A arquitetura de rede mais comumente utilizada é
chamada de rede neural multicamada unidirecional. Ela é
congtituida de uma camada de neurdnios que recebem um



valor de entrada (input), uma ou mais camadas
intermediérias (também chamadas ocultas) e uma camada
de saida que fornece aresposta da rede (output). Nesse tipo
de rede, que é exemplificado na Figura 2, a informagéo
processada por um neurbnio € enviada para a camada
seguinte através das conexdes. Associado a cada conexao
ha um pardmetro, o peso, que regula a relevancia de um
determinado sinal que sera recebido por um neurbnio dessa
camada. E costume ainda adicionar um valor constante
(limiar) a saida de um determinado neurénio. Conforme
sabemos, os neurdnios bioldgicos tém diferentes limiares
de excitag@o, isto &, diferentes neurdnios apresentam uma
resposta distinta para um mesmo nivel de excitagdo. E
funcado doslimiares simular este efeito.
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Figura 2: Rede neural multicamada unidirecional.

Um ponto crucia do trabalho com redes neurais é o
seu treinamento. Este consiste na determinacdo de todos os
pesos e limiares que permitam uma saida da rede téo
préxima quanto possivel da saida esperada. Existem muitas
espécies de algoritmos de treinamento, sendo o mais
conhecido o agoritmo de retropropagacdo do erro [10].
Optamos nesse trabalho em utilizar um algoritmo genético,
gue tem como vantagem sobre o algoritmo de
retropropagacdo o fato de ser um método de otimizagdo
global e ndo local. Os detalhes desse método serdo
resumidos na préxima secéo.

Tanto redes neurais como algoritmos genéticos séo
muito utilizados atualmente na resolugéo de problemas em
vérias &reasdaciénciaedaengenharia[11, 12, 13, 14, 15].

3 Algoritmo Genético

O agoritmo genético [9] € um méodo de otimizacdo
baseado no conceito de evolugdo das espécies. A idéia é
que, em uma populagdo, individuos mais adaptados ao
melo ambiente vivem mas e reproduzem mais.
Consequientemente, eles transmitem aseus descendentes,
suas caracteristicas. No decorrer de muitas geragdes, as
melhores caracteristicas permanecem na populacdo
enguanto as piores sao eliminadas.

Para a implementagdo do agoritmo genético, cria-se
uma populagdo inicid com N individuos candidatos a
solugdo do problema gerados a eatoriamente. A seguir, trés
processos sdo realizados:

a) competicdo: dois individuos sdo escolhidos
aleatoriamente na populagdo e é verificado o qudo préximo
da solugéo do problema cada um estd. O melhor individuo
€ selecionado, passando para a préxima fase. O processo é
repetido até ser formado um conjunto com N individuos.
Este procedimento permite que um mesmo individuo sgja
selecionado mais de uma vez. Deste modo, um individuo
mais adaptado pode aparecer mais de uma vez na
populacdo da geragdo seguinte. Também, individuos pouco
adaptados sdo eliminados por esse procedimento.

b) cruzamento: entre esses individuos selecionados,
escolhemse pares aleatoriamente que irdo gerar 0s
elementos da préxima geragdo. Em detalhes, o cruzamento
é feito da seguinte maneira: converte-se cada um dos pais
da base decima para a base hinaria, formando uma
segiéncia de 0's e 1's; escolhe-se aeatoriamente uma
determinada posicdo na seqiéncia e trocamse O0s
algarismos ap0ds esse ponto entre os pais, gerando dois
filhos. Esse procedimento é exemplificado naFigura 3.
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Figura 3: Cruzamento de sequéncias
Genético.

no Algoritmo

¢) mutacdo: em algumas geracdes, pequenas modificacdes
sdo feitas em certos individuos. Esse procedimento tem a
finalidade de introduzir genes novos na populagdo,
evitando a convergéncia prematura da popul agéo.
Eventualmente, ap6s um nimero grande de geraces, a

solugdo tima é alcancada.
4 Metodologia

Nosso objetivo nesse trabalho é solucionar a equagdo
de Schrédinger unidimensional [1]:

Hy ,(x)=Ey ,(X) @)

onde E, é a energia (autovalor) do nésimo estado do
sistema, yn(X) € a autofuncdo correspondente e H é o
hamiltoniano do sistema, definido como:

h* d?
H=- ———+V(X) 2
& “‘mdx
Nessa equagdo h é a constante de Planck, mamassada
particulaeV(x) aenergiapotencia do sistema.




Para encontrarmos soluctes aproximadas do sistema,
0u sgja, energias aproximadas g,’s e fungles tentativaj ,'s,
usamos a quantidade;

M
alHi (%) ej ()
R= i=1 (3)

T
alin(x)

gue é uma medida do quanto uma solugéo aproximada esta
préxima da solucéo exata. Evidentemente, para a solugéo
exata, R=0. Na prética, nunca conseguimos esse resultado
ideal, devido a erros inerentes ao procedimento
computacional. Procuramos entdo minimizar R de modo a
obter amelhor solucdo possivel.

O conjunto de pontos para treinamento da rede
{X¢,...Xm} € escolhido aleatoriamente em um intervalo em
torno da origem. Esse conjunto € modificado a cada
geragéo.

Em nossa primeira abordagem mantivemos o autovalor
goroximado e, fixo, utilizando o resultado obtido
analiticamente, e buscamos afuncéo tentativa j n.

A segunda abordagem foi tentar resolver
‘completamente’ a equacdo de Schrddinger, otimizando
também o autovalor e,. Nesse caso, demos um valor inicia
aleatério em um dado intervalo (por exemplo, entre 0 e 1)
para cada individuo da populagéo, e o agoritmo genético
encarregou-se de encontrar a energia que minimizasse R.
Utilizamos populagdes com nimero de individuos variando
entre 20 e 50, j& que uma populagdo menor aumentaria a
possibilidade do processo de otimizagdo ficar “preso” em
um minimo local. O tamanho da populagdo permanece fixo
durante o treinamento.

Inspirados na aproximagdo semicléssica para a fungéo
de onda [6,16], parametrizamos a solugdo tentativa na
forma

i () =A(x)>sen[S(x)] @

Essa parametrizagdo possibilitou que trabalhassemos
com uma rede de duas saidas @ invés de uma, pois em
testes realizados previamente verificamos que essa Ultima
necessitaria de mais neurbnios na camada intermediaria
para encontrar uma solucdo dentro da precisdo
especificada. Assim, em todo o nosso trabalho utilizamos
uma rede neural com um neurénio na camada de entrada,
um ndmero variavel de neurdnios na camada intermediaria
e dois neurdnios na camada de saida. Como entrada darede
temos cada elemento X; do conjunto de treinamento e como
saida A(x) e S(x), como pode ser visto nafigura4.
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Figura 4: Arquitetura das redes utilizadas neste trabal ho.
Observe que um neurénio de saida corresponde a A(X) e 0
outro a §(x) conforme eq. 4.

O critério de escolha do nimero de neurdnios na
camada intermediaria foi “tentativa e erro”. Buscamos
sempre 0 menor nimero de neurdnios que fornecesse o erro
relativo na energia menor que 1%, em um nimero maximo
de 1000 geracdes.

Na camada de entrada usamos uma fungéo de ativagdo
linear. Todos os neurbnios da camada intermediaria
tiveram afuncéo de ativagéo:

o
O ®
1+ e azXx
E para cada um dos dois neurdnios da camada de saida
usamos respectivamente as fungoes de ativagao:

— o X — 5 b2k
g(x) =€ e g,(x)=e" ©
Os parémetros ai, a, , by e b, foram otimizados
juntamente com os pesos e limiares da rede através do
algoritmo genético.

5 Resaultados

Para testar esse método, utilizamos o potencial do
oscilador harménico simples:

V(x) = %kxz ™
Nesse caso, 0 hamiltoniano do sistematem aforma:
2 2
=D d L ®
8 mdx’ 2

Fazendo uma mudanca de sistema de unidades, sem
perda de generaidade, para outro no qual m=1 e h=2p
(unidades atdmicas) e, por conveniéncia, tomando k=1,
teremos:

_1d*> 1,

= _+=

. ©
2dx° 2
A solugdo anditica (ndo0 normalizada) para esse
problemaé[1]:

2

y (X\)=H_ (x)e 2,n=0,1,2,... (10



onde Hy(x) representa o nésmo polinémio de Hermite
[17]. A energiacorrespondente aesse estado tem o valor:

E,=n +% (u.a) (11)

5.1 Autovalores fixos

Para 0 estado fundamental e para os trés primeiros
estados excitados do oscilador harménico, ou seja, para
En={0,5; 1,5; 2,5 e 3,5} ,obtivemos afuncéo de ondaem

a
S
T T T Ny O T T Y T T
6 4 2 / 4 6
\ /
! ! Jo(x)
\ -5 0
S )
N - S(x)
\ /
-104”

-10 =

6tima concordancia com a solugdo analitica. Os resultados
podem ser conferidos na Figura 5, onde desenhamos, para
0 estado fundamental e para os trés primeiros estados
excitados a autofuncdo j »(X) juntamente com a amplitude
A(X) e afase S(x). Utilizamos 24 pontos no processo de
treinamento, distribuidos aleatoriamente no intervalo
[-6,6] e 20 individuos na populagdo. Em todos os casos, a
precisdo exigida foi R<0,01. Na escala apresentada na
figura ndo é possivel perceber diferencas entre as curvas
tedricas exatas (a menos de fatores de normalizagdo) e os
resultados numéricos.
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Figura 5: Representacdo das solugbes encontradas pela rede para o estado fundamental e para os trés primeiros estados
excitados excitados do oscilador harmdnico simples. a) 6 neurdnios na camada intermediaria e 100 geragdes; b) 6
neurodnios na camada intermedidria e 200 geracles; ¢) 6 neurénios na camada intermediaria e 250 geracdes; d) 7
neur 6nios na camada intermediéria e 1000 geracdes.

sd0 impares. Essa caracteristica é resultado do fato de o
potencial desse sistema ser par [3], e indicou-nos que nossa
rede buscou as solucdes corretas.

Nessa figura podemos ver que as fungdes de onda
possuem paridade definida, ou sgja, o estado fundamental e
0 2° estado excitado sdo pares e 0 1° e 3° estados excitados



Como ja foi dito, uma das vantagens de se usar uma
rede neural para resolver a equacdo de Schrodinger é que,
uma vez encontrada a solugdo para um grupo de pontos no
intervalo, ndo necessitamos de um procedimento extra de
interpolacdo para obté-la em qualquer outro ponto desse
intervalo. Para fazer isso, basta fixarmos os parametros da
rede (pesos, limiares) apdés o treinamento desta. O
quadrado de uma solucdo para o 2° estado excitado é
apresentada na Figura 6. Como sabemos, esse valor
representa a probabilidade de se encontrar a particulaem
uma determinada posi¢ao [18]. Podemos notar na Figura 6
gue existe certa probabilidade de a particula ser encontrada
na regido classicamente proibida, ou sgja, onde sua energia
total € menor que a energia potencial. Essa probabilidade,
como era de se esperar, diminui rapidamente e tende a 0
nas regides distantes da origem.
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Figura 6: Quadrado da solucéo para o 2° estado excitado
do oscilador harménico

5.2 Otimizagdo do Autovalor

Como os resultados obtidos com os autovalores fixos
foram bons, passamos entdo a resolucdo completa do

problema, que consiste em buscar 0 autovalor €, ao mesmo
tempo em que otimizamos a autofuncdo j n(x).
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Figura 7: Exemplo de evoluc&o do autovalor para o estado
fundamental do oscilador harmonico simples, cujo \alor
tedrico€0,5.

Apds apenas quinhentas geragcdes obtivemos, para o
estado fundamental e para o primeiro estado excitado,
autovalores com erros relativos menores que 0,7% em
meédia, comparados com os valores exatos.

Na Figura 7 mostramos um exemplo de otimizacdo do
autovalor do estado fundamental pelarede. Na Figura 8 séo
esbocadas as autofuncdes encontradas para o estado
fundamental e para o primeiro estado excitado, onde
usamos 6 neurdnios na camada intermediéria da rede, 2
neurdnios na camada de sai da, 20 individuos na popul agéo
€400 geracoes.
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Figura 8: Estado fundamental e primeiro estado excitado
(linha cheia) juntamente com o potencial do oscilador

harménico simples (linha tracejada).
5.3 Potencial de Morse

Este tipo de potencial é extensivamente usado para
simular vibragcbes de moléculas diatbmicas, pois tem



excelente concordancia com resultados experimentais [19],
possuindo a seguinte representagdo matematica:

V(x)=D(- €%)*- D

Uma aproximagdo analitica para os autovaores desse
potencial é dada por :

. 2 2
E =-D+g2D 5h+28 L §.10 0
§ 20 2& 2p

O pardmetro D d4 a profundidade do potencial,
engquanto g esta relacionado com o quanto esse potencial é
estreito. Nesse trabalho utilizamos D=10 e g=02. Para
esses valores temos; Eq=-9,557786 e E;=-8,703359.

Como esse potencial ndo é simétrico, utilizamos nesse
caso um conjunto com 30 pontos para treinamento gerado
aleatoriamente no intervalo [-6,8).

Também neste caso, conseguimos boas aproximagdes
para o estado fundamental e primeiro estado excitado, com
erro relativo da ordem de 0,1% em média, o que pode ser
conferido na Figura 9, onde desenhamos as autofuncdes
encontradas. Nesse caso utilizamos 6 neurénios na camada
intermediéria da rede, 20 individuos na populagdo e 700
geragoes.
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Figura 9: Solugdes para o estado fundamental e para o
primeiro estado excitado (linha cheia) do potencial de

Morse (linha tracejada).

6 Conclusao

Apesar desse método de solugdo numérica da equacdo
de Schrodinger ainda estar em  desenvolvimento,
conseguimos resultados em étima concordancia com as
solugdes analiticas. Além disso, ndo foi necessario um
nimero excessivamente grande de geragdes para a
obtencdo desses resultados. Comparado com o método de
Numerov [4], constatamos a eficiéncia do nosso método.
Nosso procedimento utilizou apenas 30 pontos No processo
de treinamento, enquanto 0 método de Numerov, para
aingir o mesmo nivel de precisdo, necessitou de uma
discretizacdo em umamalha com 200 pontos.

Temos a intencdo de aprimorar esse método, aliando
a0 dgoritmo genético um procedimento de otimizacdo
local, como o agoritmo de retropropagacdo do erro.
Também pretendemos restringir o espaco de busca dos
autovalores com uma condicdo de ortogonaidade das
autofuncdes, ou seja, uma vez resolvido o problemapara o
estado fundamental, a funcdo tentativa para o primeiro
estado excitado teria que ser ortogonal agquela. A funcgdo
tentativa para o segundo estado excitado seria ortogonal a
do estado fundamental e ado primeiro estado excitado e
assim por diante. O objetivo é conseguir encontrar estados
excitados mais elevados, ainda mais rapidamente, que os
obtidos neste trabal ho.

Também estamos aplicando esse método a outras
equagdes importantes da Fisica, como a equagdo de
Thomas-Fermi. Outra idéia € trabaharmos com sistemas
multieletronicos, aproveitando a versatilidade da utilizagéo
deumaRede Neurd Artificial.
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