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Este trabalho objetiva apresentar os fundamentos fisicos dos instrumentos musicais, os quais
serao divididos nas seguintes categorias: instrumentos com cordas, membranas, barras e tubos.
Os instrumentos foram agrupados segundo o mecanismo gerador de som. Para cada um deles
serdo apresentadas as formulagées matemédticas em termos de equacgoes diferenciais e solugdes para
determinados casos simples. Assim pretendemos descrever com a abrangéncia cabivel neste artigo
os instrumentos musicais segundo as categorias citadas.

1. INTRODUCAO

Diante da falta de textos em lingua portuguesa
inerentes ao assunto e também pelo fato dos poucos
existentes tratarem o tema de forma trivial [1] ou, quando
muito, excessivamente especializada [2, 3|, elaboramos
um trabalho no qual o tema é abordado de forma con-
cisa, cujo ponto de partida é a formulagao diferencial, e
culmina com a obtengao e analise das solucoes de alguns
casos simples.

Inicialmente trataremos do problema das cordas,
classificando-as segundo os mecanismos de pertubagao
associados, formando os seguintes grupos: cordas
friccionadas, percutidas, dedilhadas e tangidas.

Pretendemos mostrar como uma membrana pode ser
entendida como uma extensao para duas dimensoes de
uma corda, tratando um caso que pode modelar o
timpano.

O xilofone, a celesta e outros instrumentos providos
de barras serdo discutidos com o intuito de diferenciar a
formulacao das barras da formulagao de membranas.

Os tubos, que formam a classe dos instrumentos de
sopro como flautas, clarinetes, trompetes, e de teclado
como o orgao, serao descritos segundo o tipo de tubo,
aberto ou fechado, que os forma. Também é resolvido o
problema de um tubo com um furo, o qual dependendo
das condicoes de contorno sobre as extremidades pode ser
usado como modelo simples para instrumentos musicais
como a flauta ou o clarinete.

A modelagem de instrumentos musicais é atualmente
tema de pesquisa, o leitor interessado em estudos mais
avangados dispoe dos trabalhos de: Boutillon [4] o qual
faz um tratamento ndo-linear das cordas friccionadas;
Woodhouse et al. [5] investigam ondas longitudinais
e torsionais em cordas; Gough [6] d4 atengao as vi-
bragoes do corpo dos instrumentos e faz modelagem
numérica destes; McLennan [7] estuda o comportamento
de instrumentos musicais em atmosferas compostas por
diferentes gases; Matsutani [8] realiza estudos aplicados
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sobre instrumentos musicais.

Um tratamento nao téo técnico é dado por Jansson [9],
em trabalho direcionado para construtores de instrumen-
tos e os conceitos sao desenvolvidos de forma intuitiva.
Praticamente todos os instrumentos sao descritos com
suas particularidades e, também, com um grande nimero
de referéncias no livro de Henrique [10]. A relagao entre
o funcionamento dos instrumentos musicais e como isso
influéncia na execugdo musical é descrita por Jeans [11]
e também por Olson [12].

Existe o software livre Audacity [13] que permite
manipular arquivos de som de modo a visualizar a forma
de ondas sonoras e obter o espectro de um som através
da transformada de Fourier. Aplicacoes interessantes de
modelagem fisica em sintese de som sao encontradas no
trabalho de Valiméki et al. [14] e, finalmente em diversos
sitios da World Wide Web como por exemplo [15], onde
sao tratados sintese de instrumentos musicais e sinteti-
zadores de som.

2. EQUACOES DIFERENCIAIS

Antes de tratar do problema aplicado, serd feita
uma revisao das equagoes diferenciais [16] associadas aos
problemas tratados e, as suas solugoes.

Sendo ¢ a velocidade de propagagao da perturbagao no
meio em questao, equagoes da seguinte forma

1 0%f(x,t)  0°f(x,t) 1
o2 Ox? (1)

onde f(z,t) representam o deslocamento da posicao de
equilibrio em fungao da posigao e do tempo, podem ser
separadas fazendo f(z,t) = fo + F(x)T(t), onde fy é
constante, F'(x) se associa a parte espacial e T'(t) & parte
temporal. Usando —k? como constante de separacdo,
onde k é o nimero de onda, a varidvel que determina o
comportamento espacial da onda, logo

1 1 d*T() 1 d?F(z)

AT d2 ~ F(z) da? =K @)
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Assim tem-se uma equagao espacial em F(x) e outra tem-
poral em T'(¢), nominalmente:

2 X
d ;;(2 ) +Kk*F(z) =0 (3)
d*T(t) B

2t E*T(t) = 0. (4)

Para ambas trabalharemos com as familias de solugoes
oscilatorias, sendo A e B constantes a serem definidas
pelas condicoes de contorno. Definindo a frequiiéncia
angular através da relagao de dispersao w = ke, lem-
brando a relagdo entre a freqiiéncia e a freqiiéncia an-
gular como sendo w = 27 f, e introduzindo uma fase ¢
na solucao temporal, a ser determinada pelas condigoes
iniciais, temos

F(z) = Acos(kx) + Bsin(kx), (5)
T(t) = cos(wt + ¢). (6)
O mesmo processo pode ser usado para a equacao da

viga

1f(x,t) 9 f(xt)
A a2 Oxt

=0 (7)

onde —k* é usado como constante de separacdo, resul-
tando na eq.(4), para a parte temporal, porém com a
seguinte relacdo de dispersdao @ = k%c?, onde a freqiiéncia
angular passa a ser proporcional ao quadrado do niimero
de onda.

Para a parte espacial resulta

d*F(x)
dzr?

—k*F(z) =0 (8)

cujas solugoes de interesse serao obtidas com mais
detalhes na secao 5, por ser raramente tratada em livros
de Fisica e geralmente fazendo parte do conteudo op-
cional nem sempre visto nos cursos de célculo integral e
diferencial [16].

3. CORDAS

Amplamente utilizadas em instrumentos musicais
dos mais diversos tipos, as cordas produzem sonoridades
também bastante diversas. Nas cordas friccionadas a
energia que induz & vibracao da corda advém da fricgao
de um arco com a mesma, sendo esta entao continua-
mente excitada, como no violino, na viola e no violoncelo.
Cordas dedilhadas sao aquelas cuja energia é fornecida
simplesmente dedilhando-se-as, a excitacao destas ocorre
em um hiato bastante curto e posteriormente vibram
livremente. Funcionam segundo este mecanismo o violao
e o alaide, dentre outros.

Também é possivel fornecer energia para cordas por
meio de um mecanismo que as tange. No caso de uma

guitarra elétrica, cavaquinho ou bandolim, onde temos a
palheta ou plectro. No cravo, temos um mecanismo que
aciona uma espécie de plectro de pena de ganso ou casco
de tartaruga contra a corda. No caso do piano existe
uma pega moével chamada martelo, o qual colide direta-
mente com as cordas, fornecendo assim energia para elas
vibrarem, sendo estas as cordas percutidas.

A evolugao espago-temporal de uma corda é regida pela
seguinte equacao

1 f(z,t)  *f(x,1)
2 o2 Ox?

(9)

onde a funcdo f(x,t) representa o deslocamento da
posicao de equilibrio da corda em fungao do espaco e
do tempo e ¢ é a velocidade de propagacao da onda
na corda. A deducdo detalhada desta equacdo pode ser
encontrada em [17]. A separacdo desta equagdo, com
fo = 0, resulta na eq.(3) para a parte temporal cuja
solucdo é dada pela eq.(6) e na eq.(4) para a parte espa-
cial, cuja solugdo, eq.(5), deve satisfazer as condigoes de
contorno para uma corda fixa em ambas as extremidades:
f(x=0,t) = f(x = L,t) = 0. A primeira condic¢ao apli-
cada a eq.(5) leva a A = 0, e da segunda condigao é
necessario que se verifique a igualdade Bsin(kL) = 0.
Para que a solucao nao seja trivial é necessario que
k = “E, com n inteiro.

Assim a solugdo geral pode ser escrita como uma
combinacao linear adequada destas solucoes para cada
valor de n, onde w, = *I¢, sendo C,, o coeficiente que
esta associado a intensidade de cada harmonico e ¢, a
fase associada ao n-ésimo harmonico, a qual advém das
condigoes iniciais.

flz,t) = i Cp sin (?) cos(wnt — dp). (10)

O comportamento espacial do primeiro harmoénico, n =
1, e do segundo harmoénico, n = 2, correspondente a eq.
(10) é mostrado na figura 1.

Sendo p a densidade linear da corda e T a tensao apli-
cada na corda, a energia cinética Ei(t) e a energia po-
tencial E,(t) da corda sado dadas por

Ei(t) = ’Z‘/OL [W(aﬁ’t)rdm

B,(t) = ;/OL [(wrdm.

Inserindo a eq.10 nas expressoes acima, tomando suas
médias temporais sobre um periodo e somando-as, obte-
mos a energia do n-ésimo harmonico:

_nL

E,
4

212
w, Cr.
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Amplitude (u. a.)

Af ‘ | -

X/L

Figura 1: Amplitude do primeiro modo normal, linha
cheia, e segundo modo normal, linha pontilhada, de
uma corda presa nas duas extremidades, como func¢ao
de z/L, sendo Ay o valor méximo do deslocamento com
relacao a posigao de equlibrio da corda.

Isto sugere que cada modo de vibragdao pode ser
considerado como possuindo um valor préprio de energia,
sendo independente dos demais. Para as cordas percu-
tidas os coeficientes seguem C,, < n~! e para as cordas
dedilhadas e friccionadas C,, o< n~2.

Como se verifica na figura 1, cada harmoénico esta
associado a uma divisao geométrica da corda em segmen-
tos iguais, de tal forma que para um harmoénico n qual-
quer, a corda se divide em n segmentos iguais de com-
primento L/n. No caso de um violdao, quando se dedilha
a corda exatemente no meio, o primeiro harmonico é fa-
vorecido pois possui um méximo nesta posi¢cao, porém
o segundo harmonico é assim eliminado uma vez que
apresenta um noé nesta posicao. Sempre que uma corda
é dedilhada, friccionada ou percutida em L/n, ocorre a
eliminagao do harmoénico associado a n, o que provoca
mudangas no timbre obtido. Isso é usado no piano [3],
onde o martelo atinge a corda em L/9 de sua extremi-
dade, eliminando o 9° harmonico, o que dd um timbre
mais agradavel ao som.

4. MEMBRANAS

Uma membrana pode ser entendida como sendo a
extensao para mais uma dimensao espacial de uma corda,
desta forma deseja-se obter o deslocamento de um ponto
(z,y) em torno da posi¢do de equilibrio como fungao do
tempo. A equagao diferencial associada & membrana
bidimensional [18] é:

1&f@yt)  Pfzyt) 0flz.yt)
c? ot2 N Ox2 oy?

(11)

Supondo uma solugao que seja o produto de uma parte
temporal, a qual oscila com freqiéncia angular w e possui
fase ¢, e uma parte espacial h(z,y), da forma

f(z,y,1) = cos(wt — d)h(z,y). (12)

A equagao de onda serd satisfeita se e somente se
s W’
{V + 02} h(z,y) =0. (13)

Para o caso de uma membrana circular, a qual pode
ser usada como modelo para as vibragoes da membrana
de um timpano, no qual uma baqueta que colide com
a membrana fornece energia para as vibragoes, é conve-
niente o uso de coordenadas polares, pois desta forma
as condigoes de contorno se expressam de forma simplifi-
cada. Como a membrana encontra-se engastada em suas
extremidades devemos ter h(r = a,0) = 0, sendo a o raio
da membrana. Para a varidvel 6 exige-se a condigao de
periodicidade.

Reescrevendo a equacgao diferencial (11) em coorde-
nadas polares temos

d Of
%5(%) +

1%
2 o2’

1 0%f
2o (14)

Supondo a solucao como um produto de trés fungoes
da forma f(r,0,t) = R(r)O(0)T(t), onde R(r) estd
associada & parte radial da solucdo, ©() & parte angu-
lar e T'(t) & parte temporal, a equagao torna-se separdvel
dando origem as equacoes

d*T(t) 29 d*e(0) B
proa —k*c*T(t) S x9(0) ,
d*R(r)  1dR(r) 5 X
az T ar (k * E)R(r) =0

A partir da relagao de dispersao kc = w, porém usando
exponenciais complexas no lugar da eq.(6), as solugoes da
equacao temporal serao dadas por:

T(t) = ™t + et (15)

Na equacao em O(0), x é o autovalor que estd associado
as oscilagoes angulares da solucao, o argumento de peri-
odicidade da funcdo angular exige que xy = —m?, com
m = 0,1,2,..., o qual serd responsavel pelo nimero de
nés angulares na membrana. Para cada valor de m a

solucao é:
O, (0) = A, cos(mb) + By, sin(md). (16)

Em termos das quantidades definidas anteriormente a
equagao radial fica
d27R }@ =+ (kQ _ m72
dr?2  rdr
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Sendo esta a equacao de Bessel, que admite solugoes
da forma:

R(r) = Cpdm(kr) + Cl N,y (kr) (18)

sendo J,, (kr) a fungdo de Bessel de ordem m e N, (kr)
a fungdo de Neumann de ordem m. Como as fungoes
de Neumann apresentam comportamento irregular na
origem, elas devem ser descartadas.

Para os autovalores do problema temos k,, = <=,
onde a,,, sao raizes da funcao de Bessel, o que garante
que sempre teremos u(r = a,0,t) = 0, que é a condicao
da membrana estar engastada. Escrevendo a solucao
como uma soma dupla, em m e n, e usando a condig¢ao de
que a solugao deve ser real, temos que ter a combinacao
das exponenciais complexo conjugadas e™? e e”**, bem
como os coeficientes da soma. Assim tem-se:

ZZJ (amn )x (19)

m=0n=1
[(Amnei“’m"t + Appemnt) cos mh+
(anei“m”t + ane_i“’m“t) sin mé)]

u(r, 6,t)

Os coeficientes A,,n € B, sdo determinados com o
auxilio das condigoes iniciais

U(ﬁ Q,t = tO) = Uo(T', 0)7

’ll(’l’,eﬂf = t()) = ’U()(?", 0)

Para t = 0 a solugao fica

u(r,0,t =0) = Z ij(amnr)x (20)
m=0n=1
[(Apn + Apn) cosmb+
(Bpn + Bpn) sinmb)

Multiplicando ambos os lados da equagao acima por
T i
rdm (am/n/f) cosm'f (21)
a

e integrando em relacao a r no intervalo 0 a a e em 6 de
0 a 27 e valendo-se das relagoes de ortogonalidade das
fungoes trigonométricas e da fungao de Bessel teremos
que m =m’ e n =n' restam apds a integracao. Assim

/Oa /O27r ug(r, 0) cos(m0)rJp, (amng)drde = (22

7T(12 N

T[Jm—&-l(amn)]Q(Amn + Amn)7 m 7é 0
2w
/ / ug(r, 0) cos(m0)rJp, (amn )drd@ = (23

[ m—i—l(amn)] (Amn + Amn)a m = 0.

Da segunda condigao, por meio da diferenciacao em
relacao a t, obtemos

v(r,0,t =0) = i i JIm (Oémng) X (24)

— Apn) cosmi+

(Byn — Bumn) sinmd)

de maneira inteiramenta andloga a anterior temos que

a 2m
/ / vo(r, ) cos(mO)rJy, <amnf)drd9 = (25)
0 Jo a
ma?

ZTwmn[Jm%»l(amn)F(Amn - Amn)v m 7& 0
a 2m r
/ / vo(r, 0) cos(m8)rJ,, (amnf)drdé’ = (26)
o Jo a
iﬂ—a2wmn[<]m+1(amn)}2(Amn - Amn)7 m =0

Para o cédlculo dos coeficientes Byn, € Bmn 0S mesmos
passos sao seguidos atentando para o fato de que a inte-
gracdo de sin?m@ possui valor nulo quando m = 0. Os
coeficientes sao:

@ 2” ivg(r, 0
A’”":W[Jm:l(amn)P / / uo(r,6) - iim)}

x cos(mO)rJ,, (amn )drd@ m#0 (27)

B 1 a 2 ivg(r, 0)
AO”iQﬂGQ[Jm—&-l(amn 2/ / [UO(T’H)i Winn }

XTI (amn )drd@ m=0 (28)

5 B 1 /a /271’ u (T 0) B i’l}o(r, 9)]
" 71'C‘Q[JM-H(O‘mn)P o Jo o Wmn

x sin(mO)rJy, (a,,m )drd@ (29)

As fungoes de Bessel irao contribuir com as linhas
nodais radiais, e as fungoes trigonométricas contribuirao
com as linhas nodais angulares, como mostrado na figura
2.

5. BARRAS

Um caso interessante ocorre quando em uma mem-
brana uma dimensao é muito maior que outra e existe
apenas a possibilidade de oscilagao ao longo da coorde-
nada da maior dimensao, isto é conhecido como barra.
Nos instrumentos as barras sao excitadas atraves da
batida de uma baqueta ou martelo.

A formulagao associada a este problema difere signi-
ficativamente da formulacao da membrana, uma vez que
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Figura 2: Superior: primeiro modo normal,
correspondente a n = 1, m = 0. Meio: modo normal
correspondente a n = 2, m = 0. Inferior: modo normal
correspondente a n =1, m = 1. As linhas e circulos
representam regioes nodais destes modos, os sinais + e -
indicam que regides adjuntas se movem em antifase. O
namero n esta associado aos nés radiais, enquanto o
numero m esta associado aos nds angulares.

a equagao diferencial associada [17] é agora de quarta or-
dem na derivada espacial, sendo esta conhecida também
como equacao da viga.

Varios instrumentos musicais utilizam-se de barras em
seu mecanismo gerador de som, entre estes podemos citar
diretamente o xilofone e a marimba, nos quais barras de
metal, madeira ou outro material sintético sao percutidas
com baquetas.

No caso da celesta, isto nao é tao imediato uma vez que
0 mecanismo composto de um martelo, semelhante ao do
piano, o qual colide com uma barra metalica encontra-se
oculto no interior do instrumento.

Esses sistemas de barras sao regidos pela seguinte
equagao diferencial, cuja solucao é feita em detalhes em
18]

0?f(zx,t)  EK?9*f(x,t)
ot? p ozt

=0. (30)

em que f(x,t) é o deslocamento da posigao de equilibrio,
E é o médulo de Young, p é a densidade do material e
K é o raio de giragao da barra.

A separacao desta equacao resulta para a parte tem-
poral na eq.(4), com uma solugao dada pela eq.(6).
Para parte espacial resulta

d*F(z) w?p
dz? EK?

F(z)=0. (31)

Usando a relagao de disperséao, obtida em [17], onde v
é a velocidade de propagacao do som na barra,

FE
v = /=Kw
p

é possivel reescrever a equacao espacial da seguinte forma

d*F(r) wt

dat v

F(z) =0 (32)

Para a qual supde-se como solugao F(z) = Ae?*, visando
determinar +, cujas raizes corresponderao aos possiveis
ntimeros de onda permitidos, assim obtém-se

donde ~ assume os seguintes valores
w w.
Yy=4+— ou v==x—1
v v

sendo 7 a unidade imaginaria.
A solugao geral é o produto da parte temporal pelas
quatro exponenciais correspondentes a cada valor de 7.

F(z,t) = cos(wt + ¢)[Ae“®/V + Be~w=/v4
éeiwz/v _"_5677;0.):6/1;].

Usando as propriedades das exponeciais complexas e
reais,

e*® = cosh(z) + sinh(z) ,
e = cos(z) £ isin(x) ,

e definindo o ntimero de onda k = %, é possivel reescrever
uma solugao real em termos de novas constantes

f(z,t) = cos(wt + ¢) | A(cos kx + cosh kx)+ (33)

B(cos kx — cosh kx) + C(sin kx + sinh kz)+
D(sin kz — sinh kz)] |
As barras de comprimento L geralmente aparecem nos
instrumentos com suas extremidades livres, como no caso

da celesta. Impondo as condigbes de contorno [19] sobre a
parte espacial na extremidade z = 0 da eq.(33), obtém-se

de
0% f(x,t
( 851:332 )) 0,

=0

Physicee 8, 2009 23



T. C. de Freitas e A. L. Junior

que B =0.
E de

0 f (. 1)
< o >;00 ’

obtém-se D = 0. Em x = L para as mesmas condigoes

(521‘ (z, t)> _
dx? z:L 7

(83f(x,t)> B
ox3 o—p

obtém-se o sistema:

A(—coskL + cosh kL) 4+ C(—sinkL +sinh kL) =0 ,
A(sin kL + sinh kL) + C(— coskL + coshkL) =0 ,

o qual s6 possui solugoes nao triviais quando
coshkLcoskL =1 . (34)

Introduzindo a variavel adimensional k = kL, as
solugoes podem ser obtidas numericamente, sendo algu-
mas delas k = 4.73, 7.85, 10.99. Portanto, vé-se que
as freqiiéncias dos modos normais da barra nao seguem
uma relagao de multiplos inteiros de uma freqiiéncia fun-
damental uma vez que k e f estdo relacionados através
de w.

A solugao geral é uma soma apropriada, sobre as raizes
da eq.(34), tal que:

flz,t) = Z cos(wit + ¢r)[Ax(cos kx + cosh kx)+
k
By (sin kz + sinh kz)] . (35)

Um tratamento para outras condigoes de contorno,
como a do xilofone, onde a barra é livre nas extremi-
dades, porém possui dois pontos onde estd fixada pode
ser encontrado em [19].

6. TUBOS

Nesta secao sao tratados os tubos e o ar contido em
seus interiores. Pretende-se descrever a evolugao tempo-
ral das ondas de pressao que ocorrem no ar contido em
um tubo. Nesta classe temos instrumentos musicais que
se utilizam de tubos abertos em ambas as extremidades,
como a flauta transversal, onde o ar no interior do tubo
é excitado através de um jato de ar proporcionado pelo
musico. Outros instrumentos consistem de tubos fecha-
dos em uma extremidade e abertos em outra, como o
clarinete, no qual a vibragao de uma palheta perturba o
ar no interior do tubo. Além distes existem alguns tubos
de orgao que sao fechados em ambas as extremidades.
Os instrumentos conhecidos como metais, o trompete, a

trompa e etc, possuem como mecanismo de perturbacao
a vibragao dos labios do instrumentista.

A condigdo de contorno [2] para uma extremidade
aberta é que a pressao seja igual a pressao atmosférica
local, P = P,. Para a extremidade fechada a pressao
deve ser um extremo, tal que % =0.

A equacao diferencial que rege a variagdo da pressao,

p(z,t), no interior do tubo é
19%p(x,t) _ O°p(a,1)
2 o2 922

sua separagdo usando p(z,t) = Py+ P(z)T(t), resulta na
eq.(3) e, em

(36)

d*P(x)
dx?

+k*P(z) =0,

Tabela I: Restricoes associadas ao nimero de onda k, a
freqiiéncia f e ao comprimento de onda A devido as
condigoes de contorno, para cada tipo de tubo
estudado. Sendo L o comprimento do tubo, ¢ a
velocidade de propagacao do som no ar e, » um nimero
inteiro positivo.

Tipo de tubo E (m™)| f (Hz) [ (m)
Aberto-Aberto oz e 2L

@i [@ane| it
2n+1)w 2n+1)c 4
Aberto-Fechado o i Tntl
Fechado-Fechado = 5T 2L
.

cuja solugdo da forma da eq.(4) deve satisfazer as
condigoes de contorno do tipo de tubo em questao.

i) Tubo de comprimento L abertos em ambas as
extremidades: deve-se verificar P(x = 0) = P(x = L) =
Py, o que leva a A = 0 e BsinkL = 0. A condicdo de
nao trivialidade da solugao exige a igualdade k = “F.
Assim a solucao é a pressao atmosférica acrescida de um
combinacao linear apropriada de pequenas variacoes da

pressao

p(z,t) = Py + Z Cp sin <n;x) cos(wpt + ¢y).  (37)

n=1

it) Tubo de comprimento L fechado em x = 0 e aberto
em x = L: deve-se verificar

(%) =0

e P(x = L) = Py. Da primeira condi¢ao obtém-se B =0
e, da segunda A cos(kz) = 0, o que restringe k = W
para que a solugao nao seja trivial. O mesmo argumento

do caso (i) leva a seguinte solugao geral

[(2n2421)7r

p(z,t) = Py + Z C), cos

n=0

x] cos(wnt + ¢n).

(38)
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iii) Tubo de comprimento L fechado em ambas as ex-
tremidades: deve-se verificar

(2 =) 2

Da primeira condi¢do resulta A = 0 e da segunda
condigao resulta —CksinkL = 0, o que restinge k =
para que a solucao seja nao trivial. Como nos casos an-

teriores a solucao geral é dada por:
p(x,t) = Py + i C,, cos L cos(wpt + én). (39)
’ n=1 L

As restricoes em k devido as condigoes de contorno,
bem como as freqiiéncias correspondentes e os respectivos
comprimentos de onda sao mostrados na tabela 1, o com-
portamento espacial da pressao é mostrado na figura 3.
Os coeficientes C,, das equagbes (37), (38) e (39) deter-
minam a intensidade associada a cada harmonico e os ¢,
correspondem as respectivas fases.

Estes resultados podem ser tornados mais realistas
quando se examina o caso de um tubo de comprimento
L com um furo a uma distancia d de sua extremidade,
figura 4. Quando a dimensado do raio do furo é muito
menor que o comprimento do tubo, ocorre uma reducao
do tamanho efetivo do tubo, o qual passa para L' = L—d.
Sendo o tubo ser aberto em ambas as extremidades, este
modelo pode representar uma flauta, e quando uma ex-
tremidade é fechada e outra aberta, este modelo pode
representar um clarinete.

No caso da flauta, substituindo L por L —d na eq.(37),
a solucao passa a ser

p(x,t) = Py + Z C,, sin [(Lmrd)x] cos(wpt + ¢n),

n=1

(40)

e agora existe um né em x = (L—d), sendo as frequéncias
possiveis f = ﬁ.

No caso do clarinete, substituindo L por L — d na
eq.(38), a solugdo passa a ser

L d) :| COS(wnt + ¢>n)7

(41)

e 0 né passa a existir em x = (L — d), e as frequéncias

fo. _ (2n+41)c
possiveis passam a ser f = WT=d) -

Para ambos os casos quando d = L/2 a freqiiéncia
do primeiro harmonico, n = 1, passa a ser o dobro da
freqiiéncia do primeiro harmoénico de um tubo de com-
primento L. Isso indica que um tubo com um furo exata-
mente no meio é equivalente a um tubo de comprimento
L/2.

L M aldi L
0,0 02 04 06 08 10
x/L

Figura 3: Superior: Pressao no interior de um tubo
aberto em ambas as extremidades como fungao de x/L,
primeiro modo normal linha cheia, segundo modo
normal linha pontilhada, sendo Py a pressao atmosférica
e 0 o valor médximo do deslocamento da pressao em
torno de Py. Meio: idem a figura superior para o tubo
fechado em x = 0 e aberto em = = L. Inferior: idem
superior para o tubo fechado em ambas as
extremidades.

U o ()

—
d

Figura 4: Representacao esquematica de um tubo de
comprimento L com um furo a uma distancia d de uma
extremidade. Se este for aberto em ambas as
extremidas pode ser usado como o modelo para uma
flauta, se for fechado em uma extremidade e aberto em
outra, pode ser usado como modelo para um clarinete.

7. CONCLUSAO

Embora amplamente conhecidas no meio
académico, as equacOes diferenciais aqui utilizadas
se prestam a descricao de fendmenos fisicos que rara-
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mente sao expostos em sala em um curso de graduacao
em Fisica, ficando restritas aqueles que estudam acustica
de forma sistemdtica. Contudo mostramos que a ex-
posicao de problemas bésicos relacionados a acustica
de instrumentos musicais se faz de forma simples
uma vez sendo o leitor familiarizado com equagoes
diferenciais. Desta forma pretendeu-se introduzir o as-
sunto de maneira nao trivial, tampouco excessivamente
especializada proporcionando ao leitor interessado bases
para estudos mais aprofundados.
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