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Introdução à modelagem f́ısica dos instrumentos musicais
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C. P. 19044, 81531-990, Curitiba, Paraná, Brasil

Este trabalho objetiva apresentar os fundamentos f́ısicos dos instrumentos musicais, os quais
serão divididos nas seguintes categorias: instrumentos com cordas, membranas, barras e tubos.
Os instrumentos foram agrupados segundo o mecanismo gerador de som. Para cada um deles
serão apresentadas as formulações matemáticas em termos de equações diferenciais e soluções para
determinados casos simples. Assim pretendemos descrever com a abrangência cab́ıvel neste artigo
os instrumentos musicais segundo as categorias citadas.

1. INTRODUÇÃO

Diante da falta de textos em ĺıngua portuguesa
inerentes ao assunto e também pelo fato dos poucos
existentes tratarem o tema de forma trivial [1] ou, quando
muito, excessivamente especializada [2, 3], elaboramos
um trabalho no qual o tema é abordado de forma con-
cisa, cujo ponto de partida é a formulação diferencial, e
culmina com a obtenção e análise das soluções de alguns
casos simples.

Inicialmente trataremos do problema das cordas,
classificando-as segundo os mecanismos de pertubação
associados, formando os seguintes grupos: cordas
friccionadas, percutidas, dedilhadas e tangidas.

Pretendemos mostrar como uma membrana pode ser
entendida como uma extensão para duas dimensões de
uma corda, tratando um caso que pode modelar o
t́ımpano.

O xilofone, a celesta e outros instrumentos providos
de barras serão discutidos com o intuito de diferenciar a
formulação das barras da formulação de membranas.

Os tubos, que formam a classe dos instrumentos de
sopro como flautas, clarinetes, trompetes, e de teclado
como o orgão, serão descritos segundo o tipo de tubo,
aberto ou fechado, que os forma. Também é resolvido o
problema de um tubo com um furo, o qual dependendo
das condições de contorno sobre as extremidades pode ser
usado como modelo simples para instrumentos musicais
como a flauta ou o clarinete.

A modelagem de instrumentos musicais é atualmente
tema de pesquisa, o leitor interessado em estudos mais
avançados dispõe dos trabalhos de: Boutillon [4] o qual
faz um tratamento não-linear das cordas friccionadas;
Woodhouse et al. [5] investigam ondas longitudinais
e torsionais em cordas; Gough [6] dá atenção as vi-
brações do corpo dos instrumentos e faz modelagem
numérica destes; McLennan [7] estuda o comportamento
de instrumentos musicais em atmosferas compostas por
diferentes gases; Matsutani [8] realiza estudos aplicados
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sobre instrumentos musicais.
Um tratamento não tão técnico é dado por Jansson [9],

em trabalho direcionado para construtores de instrumen-
tos e os conceitos são desenvolvidos de forma intuitiva.
Praticamente todos os instrumentos são descritos com
suas particularidades e, também, com um grande número
de referências no livro de Henrique [10]. A relação entre
o funcionamento dos instrumentos musicais e como isso
influência na execução musical é descrita por Jeans [11]
e também por Olson [12].

Existe o software livre Audacity [13] que permite
manipular arquivos de som de modo a visualizar a forma
de ondas sonoras e obter o espectro de um som através
da transformada de Fourier. Aplicações interessantes de
modelagem f́ısica em śıntese de som são encontradas no
trabalho de Välimäki et al. [14] e, finalmente em diversos
śıtios da World Wide Web como por exemplo [15], onde
são tratados śıntese de instrumentos musicais e sinteti-
zadores de som.

2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Antes de tratar do problema aplicado, será feita
uma revisão das equações diferenciais [16] associadas aos
problemas tratados e, as suas soluções.

Sendo c a velocidade de propagação da perturbação no
meio em questão, equações da seguinte forma

1
c2
∂2f(x, t)
∂t2

=
∂2f(x, t)
∂x2

(1)

onde f(x, t) representam o deslocamento da posição de
equiĺıbrio em função da posição e do tempo, podem ser
separadas fazendo f(x, t) = f0 + F (x)T (t), onde f0 é
constante, F (x) se associa à parte espacial e T (t) à parte
temporal. Usando −k2 como constante de separação,
onde k é o número de onda, a variável que determina o
comportamento espacial da onda, logo

1
c2

1
T (t)

d2T (t)
dt2

=
1

F (x)
d2F (x)
dx2

= −k2 (2)
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Assim tem-se uma equação espacial em F (x) e outra tem-
poral em T (t), nominalmente:

d2F (x)
dx2

+ k2F (x) = 0 (3)

d2T (t)
dt2

+ k2c2T (t) = 0. (4)

Para ambas trabalharemos com as famı́lias de soluções
oscilatórias, sendo A e B constantes a serem definidas
pelas condições de contorno. Definindo a freqüência
angular através da relação de dispersão ω = kc, lem-
brando a relação entre a freqüência e a freqüência an-
gular como sendo ω = 2πf , e introduzindo uma fase φ
na solução temporal, a ser determinada pelas condições
iniciais, temos

F (x) = A cos(kx) +B sin(kx), (5)
T (t) = cos(ωt+ φ). (6)

O mesmo processo pode ser usado para a equação da
viga

1
c4
∂2f(x, t)
∂t2

= −∂
4f(x, t)
∂x4

= 0 (7)

onde −k4 é usado como constante de separação, resul-
tando na eq.(4), para a parte temporal, porém com a
seguinte relação de dispersão ω̃ = k2c2, onde a freqüência
angular passa a ser proporcional ao quadrado do número
de onda.
Para a parte espacial resulta

d4F (x)
dx4

− k4F (x) = 0 (8)

cujas soluções de interesse serão obtidas com mais
detalhes na seção 5, por ser raramente tratada em livros
de F́ısica e geralmente fazendo parte do conteúdo op-
cional nem sempre visto nos cursos de cálculo integral e
diferencial [16].

3. CORDAS

Amplamente utilizadas em instrumentos musicais
dos mais diversos tipos, as cordas produzem sonoridades
também bastante diversas. Nas cordas friccionadas a
energia que induz à vibração da corda advém da fricção
de um arco com a mesma, sendo esta então continua-
mente excitada, como no violino, na viola e no violoncelo.
Cordas dedilhadas são aquelas cuja energia é fornecida
simplesmente dedilhando-se-as, a excitação destas ocorre
em um hiato bastante curto e posteriormente vibram
livremente. Funcionam segundo este mecanismo o violão
e o alaúde, dentre outros.

Também é posśıvel fornecer energia para cordas por
meio de um mecanismo que as tange. No caso de uma

guitarra elétrica, cavaquinho ou bandolim, onde temos a
palheta ou plectro. No cravo, temos um mecanismo que
aciona uma espécie de plectro de pena de ganso ou casco
de tartaruga contra a corda. No caso do piano existe
uma peça móvel chamada martelo, o qual colide direta-
mente com as cordas, fornecendo assim energia para elas
vibrarem, sendo estas as cordas percutidas.

A evolução espaço-temporal de uma corda é regida pela
seguinte equação

1
c2
∂2f(x, t)
∂t2

=
∂2f(x, t)
∂x2

(9)

onde a função f(x, t) representa o deslocamento da
posição de equiĺıbrio da corda em função do espaço e
do tempo e c é a velocidade de propagação da onda
na corda. A dedução detalhada desta equação pode ser
encontrada em [17]. A separação desta equação, com
f0 = 0, resulta na eq.(3) para a parte temporal cuja
solução é dada pela eq.(6) e na eq.(4) para a parte espa-
cial, cuja solução, eq.(5), deve satisfazer as condições de
contorno para uma corda fixa em ambas as extremidades:
f(x = 0, t) = f(x = L, t) = 0. A primeira condição apli-
cada a eq.(5) leva a A = 0, e da segunda condição é
necessário que se verifique a igualdade B sin(kL) = 0.
Para que a solução não seja trivial é necessário que
k = nπ

L , com n inteiro.
Assim a solução geral pode ser escrita como uma

combinação linear adequada destas soluções para cada
valor de n, onde ωn = nπc

L , sendo Cn o coeficiente que
está associado à intensidade de cada harmônico e φn a
fase associada ao n-ésimo harmônico, a qual advém das
condições iniciais.

f(x, t) =
∞∑
n=1

Cn sin
(nπx
L

)
cos(ωnt− φn). (10)

O comportamento espacial do primeiro harmônico, n =
1, e do segundo harmônico, n = 2, correspondente à eq.
(10) é mostrado na figura 1.

Sendo µ a densidade linear da corda e τ a tensão apli-
cada na corda, a energia cinética Ek(t) e a energia po-
tencial Ep(t) da corda são dadas por

Ek(t) =
µ

2

∫ L

0

[
∂f(x, t)
∂t

]2
dx

Ep(t) =
τ

2

∫ L

0

[
∂f(x, t)
∂x

]2
dx.

Inserindo a eq.10 nas expressões acima, tomando suas
médias temporais sobre um peŕıodo e somando-as, obte-
mos a energia do n-ésimo harmônico:

En =
µL

4
ω2
nC

2
n.
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Figura 1: Amplitude do primeiro modo normal, linha
cheia, e segundo modo normal, linha pontilhada, de

uma corda presa nas duas extremidades, como função
de x/L, sendo A0 o valor máximo do deslocamento com

relação à posição de equĺıbrio da corda.

Isto sugere que cada modo de vibração pode ser
considerado como possuindo um valor próprio de energia,
sendo independente dos demais. Para as cordas percu-
tidas os coeficientes seguem Cn ∝ n−1 e para as cordas
dedilhadas e friccionadas Cn ∝ n−2.

Como se verifica na figura 1, cada harmônico está
associado a uma divisão geométrica da corda em segmen-
tos iguais, de tal forma que para um harmônico n qual-
quer, a corda se divide em n segmentos iguais de com-
primento L/n. No caso de um violão, quando se dedilha
a corda exatemente no meio, o primeiro harmônico é fa-
vorecido pois possui um máximo nesta posição, porém
o segundo harmônico é assim eliminado uma vez que
apresenta um nó nesta posição. Sempre que uma corda
é dedilhada, friccionada ou percutida em L/n, ocorre a
eliminação do harmônico associado a n, o que provoca
mudanças no timbre obtido. Isso é usado no piano [3],
onde o martelo atinge a corda em L/9 de sua extremi-
dade, eliminando o 9◦ harmônico, o que dá um timbre
mais agradável ao som.

4. MEMBRANAS

Uma membrana pode ser entendida como sendo a
extensão para mais uma dimensão espacial de uma corda,
desta forma deseja-se obter o deslocamento de um ponto
(x,y) em torno da posição de equiĺıbrio como função do
tempo. A equação diferencial associada à membrana
bidimensional [18] é:

1
c2
∂2f(x, y, t)

∂t2
=
∂2f(x, y, t)

∂x2
+
∂2f(x, y, t)

∂y2
. (11)

Supondo uma solução que seja o produto de uma parte
temporal, a qual oscila com freqüência angular ω e possui
fase φ, e uma parte espacial h(x, y), da forma

f(x, y, t) = cos(ωt− φ)h(x, y). (12)

A equação de onda será satisfeita se e somente se[
∇2 +

ω2

c2

]
h(x, y) = 0. (13)

Para o caso de uma membrana circular, a qual pode
ser usada como modelo para as vibrações da membrana
de um t́ımpano, no qual uma baqueta que colide com
a membrana fornece energia para as vibrações, é conve-
niente o uso de coordenadas polares, pois desta forma
as condições de contorno se expressam de forma simplifi-
cada. Como a membrana encontra-se engastada em suas
extremidades devemos ter h(r = a, θ) = 0, sendo a o raio
da membrana. Para a variável θ exige-se a condição de
periodicidade.

Reescrevendo a equação diferencial (11) em coorde-
nadas polares temos

1
r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1
r2
∂2f

∂θ2
=

1
c2
∂2f

∂t2
. (14)

Supondo a solução como um produto de três funções
da forma f(r, θ, t) = R(r)Θ(θ)T (t), onde R(r) está
associada à parte radial da solução, Θ(θ) à parte angu-
lar e T (t) à parte temporal, a equação torna-se separável
dando origem às equações

d2T (t)
dt2

= −k2c2T (t) ,
d2Θ(θ)
dθ2

= χΘ(θ) ,

d2R(r)
dr2

+
1
r

dR(r)
dr

+
(
k2 +

χ

r2

)
R(r) = 0.

A partir da relação de dispersão kc = ω, porém usando
exponenciais complexas no lugar da eq.(6), as soluções da
equação temporal serão dadas por:

T (t) = eiωt + e−iωt. (15)

Na equação em Θ(θ), χ é o autovalor que está associado
às oscilações angulares da solução, o argumento de peri-
odicidade da função angular exige que χ = −m2, com
m = 0, 1, 2, . . . , o qual será responsável pelo número de
nós angulares na membrana. Para cada valor de m a
solução é:

Θm(θ) = Am cos(mθ) +Bm sin(mθ). (16)

Em termos das quantidades definidas anteriormente a
equação radial fica

d2R

dr2
+

1
r

dR

dr
+
(
k2 − m2

r2

)
R = 0. (17)
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Sendo esta a equação de Bessel, que admite soluções
da forma:

R(r) = CmJm(kr) + C ′mNm(kr) (18)

sendo Jm(kr) a função de Bessel de ordem m e Nm(kr)
a função de Neumann de ordem m. Como as funções
de Neumann apresentam comportamento irregular na
origem, elas devem ser descartadas.

Para os autovalores do problema temos kmn = αmn

a ,
onde αmn são ráızes da função de Bessel, o que garante
que sempre teremos u(r = a, θ, t) = 0, que é a condição
da membrana estar engastada. Escrevendo a solução
como uma soma dupla, em m e n, e usando a condição de
que a solução deve ser real, temos que ter a combinação
das exponenciais complexo conjugadas eiωt e e−iωt, bem
como os coeficientes da soma. Assim tem-se:

u(r, θ, t) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(
αmn

r

a

)
× (19)

[(Amneiωmnt + Āmne
−iωmnt) cosmθ+

(Bmneiωmnt + B̄mne
−iωmnt) sinmθ]

Os coeficientes Amn e Bmn são determinados com o
aux́ılio das condições iniciais

u(r, θ, t = t0) = u0(r, θ),

u̇(r, θ, t = t0) = v0(r, θ).

Para t = 0 a solução fica

u(r, θ, t = 0) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(
αmn

r

a

)
× (20)

[(Amn + Āmn) cosmθ+

(Bmn + B̄mn) sinmθ].

Multiplicando ambos os lados da equação acima por

rJm

(
αm′n′

r

a

)
cosm′θ (21)

e integrando em relação a r no intervalo 0 a a e em θ de
0 a 2π e valendo-se das relações de ortogonalidade das
funções trigonométricas e da função de Bessel teremos
que m = m′ e n = n′ restam após a integração. Assim∫ a

0

∫ 2π

0

u0(r, θ) cos(mθ)rJm
(
αmn

r

a

)
drdθ = (22)

πa2

2
[Jm+1(αmn)]2(Amn + Āmn), m 6= 0

∫ a

0

∫ 2π

0

u0(r, θ) cos(mθ)rJm
(
αmn

r

a

)
drdθ = (23)

πa2[Jm+1(αmn)]2(Amn + Āmn), m = 0.

Da segunda condição, por meio da diferenciação em
relação a t, obtemos

v(r, θ, t = 0) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(
αmn

r

a

)
× (24)

iωmn[(Amn − Āmn) cosmθ+

(Bmn − B̄mn) sinmθ]

de maneira inteiramenta análoga a anterior temos que∫ a

0

∫ 2π

0

v0(r, θ) cos(mθ)rJm
(
αmn

r

a

)
drdθ = (25)

i
πa2

2
wmn[Jm+1(αmn)]2(Amn − Āmn), m 6= 0

∫ a

0

∫ 2π

0

v0(r, θ) cos(mθ)rJm
(
αmn

r

a

)
drdθ = (26)

iπa2wmn[Jm+1(αmn)]2(Amn − Āmn), m = 0

Para o cálculo dos coeficientes Bmn e B̄mn os mesmos
passos são seguidos atentando para o fato de que a inte-
gração de sin2mθ possui valor nulo quando m = 0. Os
coeficientes são:

Amn =
1

πa2[Jm+1(αmn)]2

∫ a

0

∫ 2π

0

[
u0(r, θ)− iv0(r, θ)

ωmn

]
× cos(mθ)rJm

(
αmn

r

a

)
drdθ, m 6= 0 (27)

A0n =
1

2πa2[Jm+1(αmn)]2

∫ a

0

∫ 2π

0

[
u0(r, θ)− iv0(r, θ)

ωmn

]
×rJm

(
αmn

r

a

)
drdθ, m = 0 (28)

Bmn =
1

πa2[Jm+1(αmn)]2

∫ a

0

∫ 2π

0

[
u0(r, θ)− iv0(r, θ)

ωmn

]
× sin(mθ)rJm

(
αmn

r

a

)
drdθ (29)

As funções de Bessel irão contribuir com as linhas
nodais radiais, e as funções trigonométricas contribuirão
com as linhas nodais angulares, como mostrado na figura
2.

5. BARRAS

Um caso interessante ocorre quando em uma mem-
brana uma dimensão é muito maior que outra e existe
apenas a possibilidade de oscilação ao longo da coorde-
nada da maior dimensão, isto é conhecido como barra.
Nos instrumentos as barras são excitadas atráves da
batida de uma baqueta ou martelo.

A formulação associada a este problema difere signi-
ficativamente da formulação da membrana, uma vez que
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Figura 2: Superior: primeiro modo normal,
correspondente a n = 1, m = 0. Meio: modo normal

correspondente a n = 2, m = 0. Inferior: modo normal
correspondente a n = 1, m = 1. As linhas e circulos

representam regiões nodais destes modos, os sinais + e -
indicam que regiões adjuntas se movem em antifase. O

número n esta associado aos nós radiais, enquanto o
número m esta associado aos nós angulares.

a equação diferencial associada [17] é agora de quarta or-
dem na derivada espacial, sendo esta conhecida também
como equação da viga.

Vários instrumentos musicais utilizam-se de barras em
seu mecanismo gerador de som, entre estes podemos citar
diretamente o xilofone e a marimba, nos quais barras de
metal, madeira ou outro material sintético são percutidas
com baquetas.

No caso da celesta, isto não é tão imediato uma vez que
o mecanismo composto de um martelo, semelhante ao do
piano, o qual colide com uma barra metálica encontra-se
oculto no interior do instrumento.

Esses sistemas de barras são regidos pela seguinte
equação diferencial, cuja solução é feita em detalhes em
[18]

∂2f(x, t)
∂t2

+
EK2

ρ

∂4f(x, t)
∂x4

= 0. (30)

em que f(x, t) é o deslocamento da posição de equiĺıbrio,
E é o módulo de Young, ρ é a densidade do material e
K é o raio de giração da barra.

A separação desta equação resulta para a parte tem-
poral na eq.(4), com uma solução dada pela eq.(6).

Para parte espacial resulta

d4F (x)
dx4

− ω2ρ

EK2
F (x) = 0. (31)

Usando a relação de dispersão, obtida em [17], onde v
é a velocidade de propagação do som na barra,

v2 =

√
E

ρ
Kω

é posśıvel reescrever a equação espacial da seguinte forma

d4F (x)
dx4

− ω4

v4
F (x) = 0 (32)

Para a qual supõe-se como solução F (x) = Aeγx, visando
determinar γ, cujas ráızes corresponderão aos posśıveis
números de onda permitidos, assim obtém-se

γ4 =
ω4

v4

donde γ assume os seguintes valores

γ = ±ω
v

ou γ = ±ω
v
i

sendo i a unidade imaginária.
A solução geral é o produto da parte temporal pelas

quatro exponenciais correspondentes a cada valor de γ.

f(x, t) = cos(ωt+ φ)[Ãeωx/v + B̃e−ωx/v+

C̃eiωx/v + D̃e−iωx/v].

Usando as propriedades das exponeciais complexas e
reais,

e±x = cosh(x)± sinh(x) ,

ei±x = cos(x)± i sin(x) ,

e definindo o número de onda k = ω
v , é posśıvel reescrever

uma solução real em termos de novas constantes

f(x, t) = cos(ωt+ φ)
[
A(cos kx+ cosh kx)+ (33)

B(cos kx− cosh kx) + C(sin kx+ sinh kx)+
D(sin kx− sinh kx)] ,

As barras de comprimento L geralmente aparecem nos
instrumentos com suas extremidades livres, como no caso
da celesta. Impondo as condições de contorno [19] sobre a
parte espacial na extremidade x = 0 da eq.(33), obtém-se
de (

∂2f(x, t)
∂x2

)
x=0

= 0 ,

Physicæ 8, 2009 23



T. C. de Freitas e A. L. Junior

que B = 0.
E de (

∂3f(x, t)
∂x3

)
x=0

= 0 ,

obtém-se D = 0. Em x = L para as mesmas condições(
∂2f(x, t)
∂x2

)
x=L

= 0 ,

(
∂3f(x, t)
∂x3

)
x=L

= 0 ,

obtém-se o sistema:

A(− cos kL+ cosh kL) + C(− sin kL+ sinh kL) = 0 ,
A(sin kL+ sinh kL) + C(− cos kL+ cosh kL) = 0 ,

o qual só possui soluções não triviais quando

cosh kL cos kL = 1 . (34)

Introduzindo a variável adimensional κ = kL, as
soluções podem ser obtidas numericamente, sendo algu-
mas delas κ = 4.73, 7.85, 10.99. Portanto, vê-se que
as freqüências dos modos normais da barra não seguem
uma relação de múltiplos inteiros de uma freqüência fun-
damental uma vez que k e f estão relacionados através
de ω.

A solução geral é uma soma apropriada, sobre as ráızes
da eq.(34), tal que:

f(x, t) =
∑
k

cos(ωkt+ φk)[Ak(cos kx+ cosh kx)+

Bk(sin kx+ sinh kx)] . (35)

Um tratamento para outras condições de contorno,
como a do xilofone, onde a barra é livre nas extremi-
dades, porém possui dois pontos onde está fixada pode
ser encontrado em [19].

6. TUBOS

Nesta seção são tratados os tubos e o ar contido em
seus interiores. Pretende-se descrever a evolução tempo-
ral das ondas de pressão que ocorrem no ar contido em
um tubo. Nesta classe temos instrumentos musicais que
se utilizam de tubos abertos em ambas as extremidades,
como a flauta transversal, onde o ar no interior do tubo
é excitado através de um jato de ar proporcionado pelo
músico. Outros instrumentos consistem de tubos fecha-
dos em uma extremidade e abertos em outra, como o
clarinete, no qual a vibração de uma palheta perturba o
ar no interior do tubo. Além distes existem alguns tubos
de orgão que são fechados em ambas as extremidades.
Os instrumentos conhecidos como metais, o trompete, a

trompa e etc, possuem como mecanismo de perturbação
a vibração dos lábios do instrumentista.

A condição de contorno [2] para uma extremidade
aberta é que a pressão seja igual a pressão atmosférica
local, P = P0. Para a extremidade fechada a pressão
deve ser um extremo, tal que ∂P

∂x = 0.
A equação diferencial que rege a variação da pressão,

p(x, t), no interior do tubo é

1
c2
∂2p(x, t)
∂t2

=
∂2p(x, t)
∂x2

, (36)

sua separação usando p(x, t) = P0 +P (x)T (t), resulta na
eq.(3) e, em

d2P (x)
dx2

+ k2P (x) = 0 ,

Tabela I: Restrições associadas ao número de onda k, a
freqüência f e ao comprimento de onda λ devido as

condições de contorno, para cada tipo de tubo
estudado. Sendo L o comprimento do tubo, c a

velocidade de propagação do som no ar e, n um número
inteiro positivo.

Tipo de tubo k (m−1) f (Hz) λ (m)

Aberto-Aberto nπ
L

nc
2L

2L
n

Aberto-Fechado (2n+1)π
2L

(2n+1)c
4L

4L
2n+1

Fechado-Fechado nπ
L

nc
2L

2L
n

cuja solução da forma da eq.(4) deve satisfazer as
condições de contorno do tipo de tubo em questão.

i) Tubo de comprimento L abertos em ambas as
extremidades: deve-se verificar P (x = 0) = P (x = L) =
P0, o que leva a A = 0 e B sin kL = 0. A condição de
não trivialidade da solução exige a igualdade k = nπ

L .
Assim a solução é a pressão atmosférica acrescida de um
combinação linear apropriada de pequenas variações da
pressão

p(x, t) = P0 +
∞∑
n=1

Cn sin
(
nπ

L
x

)
cos(ωnt+ φn). (37)

ii) Tubo de comprimento L fechado em x = 0 e aberto
em x = L: deve-se verificar(

∂P (x)
∂x

)
x=0

= 0,

e P (x = L) = P0. Da primeira condição obtém-se B = 0
e, da segunda A cos(kx) = 0, o que restringe k = (2n+1)π

2L
para que a solução não seja trivial. O mesmo argumento
do caso (i) leva à seguinte solução geral

p(x, t) = P0 +
∞∑
n=0

Cn cos
[

(2n+ 1)π
2L

x

]
cos(ωnt+ φn).

(38)
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iii) Tubo de comprimento L fechado em ambas as ex-
tremidades: deve-se verificar(

∂P (x)
∂x

)
x=0

=
(
∂P (x)
∂x

)
x=L

= 0.

Da primeira condição resulta A = 0 e da segunda
condição resulta −Ck sin kL = 0, o que restinge k = nπ

L
para que a solução seja não trivial. Como nos casos an-
teriores a solução geral é dada por:

p(x, t) = P0 +
∞∑
n=1

Cn cos
(
nπ

L
x

)
cos(ωnt+ φn). (39)

As restrições em k devido as condições de contorno,
bem como as freqüências correspondentes e os respectivos
comprimentos de onda são mostrados na tabela 1, o com-
portamento espacial da pressão é mostrado na figura 3.
Os coeficientes Cn das equações (37), (38) e (39) deter-
minam a intensidade associada a cada harmônico e os φn
correspondem as respectivas fases.

Estes resultados podem ser tornados mais realistas
quando se examina o caso de um tubo de comprimento
L com um furo a uma distância d de sua extremidade,
figura 4. Quando a dimensão do raio do furo é muito
menor que o comprimento do tubo, ocorre uma redução
do tamanho efetivo do tubo, o qual passa para L′ = L−d.
Sendo o tubo ser aberto em ambas as extremidades, este
modelo pode representar uma flauta, e quando uma ex-
tremidade é fechada e outra aberta, este modelo pode
representar um clarinete.

No caso da flauta, substituindo L por L−d na eq.(37),
a solução passa a ser

p(x, t) = P0 +
∞∑
n=1

Cn sin
[

nπ

(L− d)
x

]
cos(ωnt+ φn),

(40)

e agora existe um nó em x = (L−d), sendo as frequências
posśıveis f = nc

2(L−d) .
No caso do clarinete, substituindo L por L − d na

eq.(38), a solução passa a ser

p(x, t) = P0 +
∞∑
n=0

Cn cos
[

(2n+ 1)π
2(L− d)

x

]
cos(ωnt+ φn),

(41)

e o nó passa a existir em x = (L − d), e as frequências
posśıveis passam a ser f = (2n+1)c

4(L−d) .
Para ambos os casos quando d = L/2 a freqüência

do primeiro harmônico, n = 1, passa a ser o dobro da
freqüência do primeiro harmônico de um tubo de com-
primento L. Isso indica que um tubo com um furo exata-
mente no meio é equivalente a um tubo de comprimento
L/2.

Figura 3: Superior: Pressão no interior de um tubo
aberto em ambas as extremidades como função de x/L,

primeiro modo normal linha cheia, segundo modo
normal linha pontilhada, sendo P0 a pressão atmosférica

e δ o valor máximo do deslocamento da pressão em
torno de P0. Meio: idem a figura superior para o tubo
fechado em x = 0 e aberto em x = L. Inferior: idem

superior para o tubo fechado em ambas as
extremidades.

Figura 4: Representação esquemática de um tubo de
comprimento L com um furo a uma distância d de uma

extremidade. Se este for aberto em ambas as
extremidas pode ser usado como o modelo para uma

flauta, se for fechado em uma extremidade e aberto em
outra, pode ser usado como modelo para um clarinete.

7. CONCLUSÃO

Embora amplamente conhecidas no meio
acadêmico, as equações diferenciais aqui utilizadas
se prestam à descrição de fenômenos f́ısicos que rara-
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mente são expostos em sala em um curso de graduação
em F́ısica, ficando restritas àqueles que estudam acústica
de forma sistemática. Contudo mostramos que a ex-
posição de problemas básicos relacionados à acústica
de instrumentos musicais se faz de forma simples
uma vez sendo o leitor familiarizado com equações
diferenciais. Desta forma pretendeu-se introduzir o as-
sunto de maneira não trivial, tampouco excessivamente
especializada proporcionando ao leitor interessado bases
para estudos mais aprofundados.
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http://www.speech.kth.se/publications.
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