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O problema do momento angular gravitacional é analisado no contexto do teleparalelismo equiv-
alente a relatividade geral (TEGR na sigla em inglés). Utilizando-se o formalismo Hamiltoniano,
encontra-se o momento angular de uma configuragao arbitraria com simetria axial, quando aplicado
a uma estrela de néutrons, tem-se que o resultado é proporcional ao préprio momento angular da
fonte. O TEGR é descrito em detalhes, no qual se define energia, momento e momento angular grav-
itacionais. O campo de tétradas, que sdo as varidveis dinamicas da teoria, tem sua interpretagdo

associada a um observador no espago-tempo.
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1. INTRODUCAO

Um entendimento mais completo e profundo da rel-
atividade geral de Einstein requer o conhecimento da
estrutura das equagoes de campo, solucoes e suas con-
sequéncias, bem como a compreensao de propriedades
tais como: a energia, momento e momento angular
do campo gravitacional [1, 2]. Devido ao surgimento
de problemas na interpretacao, e mesmo na definicao
dessas propriedades, que sao indispensédveis para a com-
pleta compreensao da teoria, torna-se necessiria uma
nova abordagem, porém equivalente, para a descricao do
campo gravitacional.

Na abordagem geométrica da gravitagao surgem diver-
sos problemas conceituais tais como a dificuldade em se
definir uma expressao para a densidade energia gravita-
cional que seja independente de coordenadas, além disso,
existem sérias dificuldades quando tentamos construir
uma teoria de calibre na tentativa de se unificar as quatro
interagoes fundamentais da natureza. Parte dessa difi-
culdade advém de extensoes equivocadas do Principio da
Equivaléncia. Outro ponto capital é que na formulagao
geométrica da relatividade geral tém-se varias maneiras
para se definir energia-momento e momento angular [3—
7], mas todas apresentam-se insatisfatérias.

Moller [8] j& havia notado que é impossivel anular o
campo gravitacional por uma simples transformagao de
coordenadas, ou seja, as quantidades fisicas tém que ser
independentes de tais transformacées. Por isso a abor-
dagem de pseudo-tensores torna-se invidvel, uma vez que
em sua formulagao, essa dependéncia é explicita. Um
outro problema é que a interagao gravitacional é muito
fraca em comparacao com as outras interacoes funda-
mentais, caracterizando a chamada “hierarquia das in-
teragoes”.

Assim, temos que abordar a gravitagdo sob um outro
ponto de vista que nos permita resolver alguns dos prob-
lemas citados e que recupere os ganhos e conquistas da
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visao geométrica. Isso é feito através do chamado telepar-
alelismo equivalente & relatividade geral (TEGR).

Este trabalho se propoe a descrever sistematicamente
o teleparalelismo de modo que possa servir como uma
revisao do que se tem até entao sobre o assunto, dando-
se énfase ao seu desenvolvimento mais recente, ou seja,
na definicdo da expressao para o momento angular grav-
itacional, no contexto do formalismo Hamiltoniano, e
aplicacao de tal expressao para uma configuracao ar-
bitraria com simetria axial.

Este artigo estd dividido da seguinte forma: na secao I1
as propriedade bésicas de um campo de tétradas sao ap-
resentadas e como construir tais objetos no caso de um
espago-tempo na presenca de um campo gravitacional.
Na se¢ao III é introduzida a formulacao lagrangeana
do teleparalelismo. Na secao IV é discutido como con-
struir a formulacao Hamiltoniana e define-se as quanti-
dades energia-momento e momento angular a partir dos
vinculos da teoria. O significado fisico do campo de
tétradas ¢ interpretado na secao V. Na secao VI as ex-
pressoes para o momento angular gravitacional sao apli-
cadas para uma simetria axial e finalmente na secao VII
as conclusoes finais sao apresentadas.

Notagao:

Indices de espago-tempo u,v,... e indices SO(3,1)
a,b, ... variam de 0 a 3. Indices de espago e tempo sao in-
dicados de acordo com p = 0,4, a = (0), (). O campo de
tétradas ¢ denotado por e? ,,, o tensor métrico do espago-
tempo de Minkowski levanta e abaixa indices e é fixado
por Ny = equep g’ = (= + ++). O determinante do
campo de tétradas é indicado por e = det(e*,). As
unidades sao fixadas com a escolha G = ¢ = 1, a menos
que se diga o contrario.

2. PROPRIEDADES BASICAS DO CAMPO DE
TETRADAS

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores lin-
earmente independentes que obedecem uma relagao de
ortogonalidade. Esses vetores sao usados para construir
uma base capaz de descrever um espago-tempo. As
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primeiras tentativas de se descrever o campo gravita-
cional por meio de tétradas sao atribuidas a Einstein na
tentativa de se unir a gravitacao e o eletromagnetismo
[9]. A caracteristica mais importante das tétradas é que,
na descricao do espaco-tempo em termos destes cam-
pos, o Principio da Equivaléncia surge de maneira natu-
ral. Isso se deve ao fato de que os campos de tétradas,
que descrevem ao mesmo tempo o espago-tempo fisico e
o espago tangente, podem ser interpretados como uma
transformacao de Lorentz entre os diferenciais dx* do
espago-tempo fisico e dq® do espago-tempo tangente,
através da comparacao entre A¢ ;A% yneg = Nap, onde A%y,
é a matriz de Lorentz, e e® #eb vNab = Guv € @ métrica do
espago-tempo fisico. Com isso podemos sempre escrever
a quantidade projetada e® = e® ,dz", porém podemos
escrever também dq® = e® ,dz", muito embora nao pos-
samos integrar esta relacdo e escrever ¢% = ¢%(z#).

Em um espago-tempo fisico arbitrdrio hd sempre um
espago-tempo plano tangente em cada ponto. O espago-
tempo fisico serd designado por letras gregas, de forma
similar o espaco-tempo tangente serd designado por le-
tras latinas. Podemos projetar uma quantidade definida
nesse espago-tempo arbitrario, no espago-tempo tan-
gente. Para isso, usamos o campo de tétradas. Considere
um vetor definido em um espago-tempo V*, a correspon-
dente projecao no espago-tempo tangente é dada por

Ve =e* ,V*, (1)

sendo que para isso utilizamos o campo de tétradas e® , .
Da mesma forma é possivel projetar um vetor do espaco-
tempo tangente V' no espago-tempo fisico,

Vi =e, 'V%, (2)

usando o campo de tétradas inverso e, *. As quan-
tidades cujas componentes possuem indices do espaco-
tempo fisico se comportam como tensores sob trans-
formacoes de coordenadas, enquanto aquelas cujas com-
ponentes possuem indices do espago-tempo tangente sao
invariantes por transformagoes de Lorentz. A relacdo de
ortogonalidade entre as tétradas pode ser expressa por:

v o_ a v,
g” € Mea )

N = ewel . (3)

A seguir sera discutido como construir um campo de
tétradas em um espaco-tempo plano, claro que neste caso
0 espago-tempo tangente serd o préprio espago-tempo
fisico. Para isso vamos considerar dois sistemas de co-
ordenadas, ¢* = (t,z,y,2) no espago-tempo tangente
e M = (t,r,0,¢) no espago-tempo fisico. Os dois sis-
temas estao relacionados pela transformacao de coorde-
nadas dg® = e* ,dz", com isso o campo de tétradas pode
ser escrito como

1 0 0 0
a 9q“ _ 0 sinf cos¢ rcosf cos¢ —rsinb sing (4)
¢ w= 5 — | 0 sin@sing rcosfsing rsin cosg ?

0

cos 6 —7rsin 0 0

da relagao acima percebemos que o campo de tétradas

pode ser escrito como o gradiente da fungao ¢*. Quando
isso ocorre a tétrada é chamada de holondémica, nesse
caso tanto x* quanto ¢® descrevem os mesmos pontos do
espago-tempo, como seria de se esperar em uma trans-
formacao de cordenadas. A mesma idéia pode ser usada
para construirmos outras configuragoes de tétradas, por
exemplo através de uma transformacao de coordenadas
que se relacionam através de um “boost”de Lorentz. Por
isso é importante frisar que a forma de se escrever o
campo de tétradas em (4) é uma das muitas maneiras de
se escrevé-lo. Entretanto esta forma sera preferida uma
vez que coordenadas esféricas serdo melhor adaptadas na
descrigao dos sistemas abordados.

No caso geral o campo de tétradas nao pode ser es-
crito na forma 0,,¢%, entao a tétrada é chamada de nao-
holonoma. Para essa categoria de transformagoes temos
a seguinte propriedade d,e*, —0,e* , # 0, logo para um
espago-tempo com torgao, temos tétradas que obedecem
a condicao de nao-holonomicidade.

3. FORMULACAO LAGRANGEANA

Exigiremos inicialmente que a teoria exiba invaridncia
local de Lorentz, através da introdugao de uma conexao
de spin wy,qp do grupo SO(3,1) local, e posteriormente va-
mos impor que essa conexao seja nula para obtermos uma
densidade de Lagrangeana invariante por transformacoes
globais de Lorentz [10]. As equagbes de campo serao
obtidas a partir dessa densidade de Lagrangeana.

Quando introduzimos a conexao de spin a condigao
de teleparalelismo exige que a derivada covariante da
tétrada seja nula, o que pode ser escrito como

Vet

8;1,6au -1 ;u/ea)\ +wuabebv = 0, (5)

Isolando a conexao T'* uv ha ultima equacdo temos

r o = e el VWyab + ea’\auea,, . (6)
Substituindo essa quantidade na defini¢ao usual do tensor

de curvatura obtemos

R () = R v (€,w) = €q )\ebv(auwvab

a C a C
+ Wyt eWy b — Wy Wy b)-

- 6l/wpab +

Devemos notar que os termos envolvendo 0J,e., se
cancelam de modo que temos a relagio R*.,, (') =
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ea e’ Ry, (w). Usando a equagdo (6), podemos cal-
cular o tensor de torcao T = r v — r vu, Que gera
a seguinte expressao

b b
T (e, w) = 0ue” ,—0ve® ytw, “ e’ ,—wy, “pe’ . (8)
A conexdo de spin, usando a equacao (8), pode ser
escrita identicamente como
o
Wyab = Wyab + Kuab 5 (9)
onde K, € o tensor de contorcao e °wyqp ¢ a conexao

de Levi-Civita, sendo essas quantidades definidas pelas
expressoes

1
Kp,ab = 560, Aeb V(T)\ul/ + TI/)\/,L + THAU) )
o 1 c
Wypab = _56 M(Qabc - Qbac - Qcab) 5 (10)

com ,p. dado por

Qabe = €av(epOpec” — e ouer”) . (11)
Devemos notar que °w,qp possui torcao nula.

Se usarmos a expressao (9) para calcular o escalar de
curvatura, que é calculado por meio da contracao dos
indices do tensor definido em (7), chegamos a seguinte
relagao

1 1
eR(e,w) = eR(e) +e (T“bCTabc + T Ty — T“Ta> -

4 2
— 20,(eT*).

Essa ¢ a relagao fundamental que serd usada para definir-
mos a densidade de Lagrangeana no TEGR.

Na formulacao Lagrangeana do TEGR vamos impor
que a conexao de spin wyqp seja igual a zero. Com isso o
escalar de curvatura, obtido por contragao dos indices do
tensor em (7), torna-se nulo e a expressao (12) se reduz
a

1 1
eR(e) = —e (4T“bCTabc + iT“bCTbac — T“Ta> +20,,(eT™).

(13)
Além disso, a tor¢ao em (8) assume a seguinte forma

T v(e) = 0e”, — Ope” . (14)
Se desprezarmos a divergéncia em (13), a densidade de
Lagrangeana para o campo gravitacional no TEGR §é

dada por

(12)

L(eay) 1

= —keX®Top. — Ly,

1 1
= —ke (T“bCTabc + §T“bchac - T“Ta> — Ly
(15)

onde k = 1/(167) e Ly é a densidade de Lagrangeana
para os campos de matéria. O termo de divergéncia nao
é necessario quando construimos a integral de agao para
espagos-tempos assintoticamente planos, pois as integrais
de superficie que surgem por integragbes por partes se
anulam. No vacuo, notamos que a densidade de La-
grangeana é invariante por transformagcoes gerais de coor-
denadas e por transformagoes de Lorentz globais SO(3,1)
como ¢ esperado, uma vez que impusemos wyqp = 0. O
tensor X% é definido por

1 i . ) 1 ) .
Zabc _ Z(Tabc 4 Tbac _ Tcab) + 5 (nach _ nach) , (16)

eT® =T, Asequacoes de campo sdo obtidas a partir
de (15), por meio de sua variagao funcional em relagao a
e e sao dadas por

1 1
eaxebuy (ezb)\y)_e (Ebu aTovy — 4eauTbchde> = EGTCL# .
(17)

Como X%°T,;. é proporcional ao escalar de curvatura
a menos de uma divergéncia total, pode-se mostrar, por
calculos explicitos, que o lado esquerdo de (17) é propor-
cional ao tensor de Einstein Gy, = €, 7G,y. Ou seja

1
eakebuay(eZbAV) —e (EbV aTbVM — 4eauTbchde> _

1 1
SelRau(e) — seanR(e)], (18)
2 2
com isso, a seguinte equagao se torna clara
1 1
Ry, (e) — §ewR(e) = ﬁTaIw (19)

Isso mostra a equivaléncia entre a teoria em questao e a
relatividade geral, o que justifica o proprio nome da teo-
ria. Essa equivaléncia pode ser visualizada quando anal-
isamos a maneira como a relatividade geral é descrita.
Usualmente ela é descrita em termos de um tensor de cur-
vatura diferente de zero, é portanto uma teoria essencial-
mente geométrica, e com o tensor de torgao nulo. Para
o teleparalelismo o quadro é oposto, mas absolutamente
equivalente. Tem-se a curvatura construida a partir da
conexao de Cartan nula e a torgao diferente de zero.

As equagoes de campo (17) podem ser reescritas na
forma

1
B, (eXN) = —e et , (1M 4+ T | (20)

T4k
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onde

M = k(48P 1 — g BTy ) (21)
é interpretado como o tensor de energia momento do
campo gravitacional [11]. Dentre os vérios motivos que
suportam essa interpretagdo [12], vemos primeiramente
que t* é um tensor verdadeiro sob transformacoes de
coordenadas, entretanto t* nao é simétrico. Além disso,
temos uma lei de conservacao tanto para et® quanto
para eT%*. Para entendermos isso basta notar que 3%
¢é anti-simétrico nos dois ultimos indices, lembrando que
uma contracao entre um tensor simétrico e outro anti-
simétrico é nula, temos o seguinte

N0, (eX™) =0. (22)
Assim, imediatamente chegamos & equagao:
Ox(et™ +eT*) =0, (23)

que é uma lei de conservagao local para os tensores de
energia-momento gravitacional, t**, e dos campos de
matéria, T,

4. FORMULACAO HAMILTONIANA

Nesta secao faremos uma apresentacao resumida dos
resultados principais estabelecidos nas referéncias [13]
e [2]. Para obtermos a formulagio Hamiltoniana do
TEGR temos que, primeiramente, estabelecer o espaco
de fase da teoria. Como a densidade de Lagrangeana nao
contém explicitamente a derivada temporal de e,q, essa
quantidade surge como um multiplicador de Lagrange.
O momento canonicamente conjugado a e,; é dado por
1% = §L/6¢é,;. A formulagao Hamiltoniana (ndo explici-
tamente covariante) é obtida reescrevendo a densidade
de Lagrangeana na forma L = p§ — Hy, em termos de
€qi, II* e dos multiplicadores de Lagrange. Executando
a transformagao de Legendre, chegamos & densidade de
Hamiltoniana [2] na forma

H = e, 0C* + %)\abl““b, (24)
onde \gp = —Ape sdo multiplicadores de Lagrange. Apos
resolvermos as equagoes de campo identificamos os mul-
tiplicadores de Lagrange como Ay = 1/2(Tiox + Tkoi) €
Aok = —Ako = Toox- Garantimos que a evolugao tempo-
ral de qualquer quantidade é bem definida neste formal-
ismo quando verificamos que os vinculos C® e I'* sao de
primeira classe [13].

O vinculo C? é escrito como C* = —§;I1* + h?, onde
h® é uma expressao muito complicada das varidveis de
campo, entretanto nao é necessario explicitar esta ex-
pressao para interpretarmos o vinculo C'* como definigao

de energia-momento, seguindo o que feito no formalismo
Hamiltoniano de ADM [14]. Entretanto temos que frisar
que a divergéncia em C'® é usada para definirmos o mo-
mento energia, tendo por base a estrutura das equagoes
de campo. Assim a forma integral das equacoes de
vinculo C* = 0 ¢ interpretada como equacdo de ener-
gia do tipo H — F = 0 e nos permite definir o vetor
energia-momento gravitacional P®

P* = — / d*zo, 1 | (25)
1%

V' é um volume arbitrario do espago tri-dimensional. Essa
é uma definicdo consistente pois diversas aplicagoes in-
dicam que (25) representa a energia-momento gravita-
cional contido em um volume V em espagos vazios. Par-
ticularmente (25) gera a energia de ADM [14] quando
aplicada a todo espago tri-dimensional. No espaco de
configuracoes, temos:

% = —4kex®0% (26)
O surgimento de divergéncias totais na forma de den-
sidades escalares ou vetoriais é possivel no contexto de
teorias contruidas a partir do tensor de torgao, o que nao
é o caso de teorias métricas da gravitagao.

Em termos da defini¢ao (21), podemos escrever:

i/ dBree” , (t"+T) = —7{ dS; lee® ,(t" + T7M)]
dt Jy s

(27)
que representa uma equacao de continuidade para o ten-
sor de energia-momento total t* + T . Assim, alter-
nativamente, podemos reescrever P* de uma forma mais
familiar:

P® = / dree® , (t% +T). (28)
v
Entretanto utilizaremos a expressao (25), por motivos
préticos, uma vez que é muito mais ficil lidar com (25)
do que (28).
O vinculo T'?? ¢

Fab — Mab + 4ke(2a0b _ EbOa) ; (29)

com M = e #eb JMH = —Mbe o M definido como
Mik — 2H[Zk] =e, iHak —e, kHai’ (30)

MOk — HOk’ =e, OHak . (31)

Assim como interpretamos a equagao C'* = 0 como uma
equacao que define a energia-momento, a equacio I'*’ =
0 define a expressao do momento angular gravitacional.
Ao analisarmos as dimensoes desse vinculo, vemos que
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essa quantidade fisica tem que estar relacionada com o
momento angular.

Portanto de maneira andloga & definicao de P® [11], a
forma integral da equacdo de vinculo I'* = 0 motiva a
defini¢ao da densidade do 4-momento angular do espaco-
tempo:

M = —4fe(n200 — yb0a) (32)

e que, portanto, define

L% =~ /V &Pz e e’ M (33)

como o quadri-momento angular do campo gravitacional
[2]. Essa expressdo ¢ invariante sob transformacoes de
coordenadas do espaco tridimensional.

5. INTERPRE’I"A(}AO DO CAMPO DE
TETRADAS

As invaridncias exibidas pela Lagrangeana (15) sao
responsaveis pela interpretacao do campo de tétradas
como sistemas de referéncia. Ou seja, a invaridncia da
teoria por transformagoes globais SO(3,1) estabelece que
dois campos de tétradas que (i) sdo solugoes das equagdes
de campo, (ii) produzem o mesmo tensor métrico e (iii)
nao se relacionam por nenhuma transformagao global de
Lorentz, descrevem dois sistemas de referéncia diferentes.
Assim podemos adotar o significado fisico desses objetos
como sendo sistemas de referéncia adaptados a obser-
vadores ideais de massa nula no espago-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sis-
temas de referéncia [15]. Se denotamos por z*(s) a
linha mundo C' de um observador no espaco-tempo, e
por u*(s) = dx*/ds sua velocidade ao longo de C, pode-
mos fazer a identificacao da velocidade do observador
com a componente a = (0) de e, * [16]. A aceleracdo
do observador é dado por a* = Du*/ds = De */ds =
u*Vae ) #, onde a derivada covariante ¢ escrita em ter-
mos dos simbolos de Christoffel.

Vemos, entao, que e, " determina a velocidade e a
aceleragao, ao longo de uma linha mundo, de um obser-
vador adaptado a um sistema de referéncia. Deste ponto
de vista, concluimos que um conjunto de tétradas, para
os quais e()# descreve uma congruéncia de curvas do
tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores. A
titulo de comparagao, devemos lembrar que se e* , — 4}
no limite »r — oo, entao e, é adaptado a observadores
estaticos no infinito espacial.

Podemos generalizar a nogao de aceleragao no espago-
tempo por meio da derivada absoluta da tétrada, ou seja

De, " b
= ( )a/ ) 34
ds b (34)

onde ¢, € o tensor de aceleragoes antissimétrico.
Seguindo o que é apresentado em [17-19], em analogia
ao tensor de Faraday podemos identificar ¢, — (a, ),
onde a ¢ a aceleragao translacional (¢)i) = a(;)) e Q é
a freqiiéncia de rotacdo de um sistema de referéncia em
relagdo a outro que nao estd em rotagdo (transporte de
Fermi-Walker [16]).
Podemos inverter a relagao (34), o que gera

De, *
B ds

bo b =€’ = ebuu’\VAea”, (35)
onde a derivada covariante é escrita em termos dos
simbolos de Christoffel. Lembrando que esta conexao
se relaciona com a conexao de spin definida em (9) por
meio de (5), temos, quando a substituimos na expressao
acima, a forma de ¢qp

1
Gap = i[T(O)ab + Taoyp — To(0)al - (36)

Interpretamos ¢4, como a aceleragao inercial ao longo de

xH(s).

6. O MOMENTO ANGULAR DE UM SISTEMA
COM SIMETRIA AXIAL

Quando a simetria esférica é quebrada por uma
rotagao, temos uma simetria axial. Esse tipo de sime-
tria engloba um grande nimero de configuragoes, de
uma massa em rotacdo, passando por quasares, sistemas
binérios, aglomerados de galdxias, até o buraco negro
de Kerr. E bom ressaltar que para o caso de Kerr
a singularidade da configuracao nao permite conclusoes
inequivocas, uma vez que estaremos lidando com um
observador estatico e sabemos que na regiao conhecida
como ergoesfera nao é possivel existir tal situagao.

O tensor métrico mais geral para uma simetria axial
[20] é dado por

ds* = goodt® +2go3dpdt+g11dr? + gaodf* + g3sdg® , (37)

sendo todas as componentes do tensor métrico depen-
dentes de r e 6.

Com a finalidade de calcular o momento angular para
essa configuracao temos que calcular o tensor métrico
contravariante. Fazendo isso temos

Q
0
[

v

g,u = ’ (38)

o offo
o‘§‘~©o

903
0
0
0

_ 9%
s

o )

com § = go3903 — J00933-
A seguir vamos fazer a andlise do momento angular

para um observador estético [21].
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A. Observador Estatico

Um observador estatico é caracterizado por um campo
de velocidade do tipo u* = (u°,0,0,0) ao longo de uma
linha mundo C. Uma vez que fazemos a identificagao
u# = ey podemos concluir que para observadores
estaticos a condigao e(q) k = 0 deve ser satisfeita, claro
que dessa condicdo temos e(®) o = 0, conforme foi anal-
isado no capitulo anterior. Escolhendo um observador
estatico adaptado a esse sistema, temos

—A 0 0 —B
P ( V/g11sinfcos¢ /gzz cosbfcos¢ —C'sinfsing )
ap = )

0
0 /g11sinfsing ./gazcosfsing C'sinfcos¢
0 /911 cos 6 —\/g22 sin 0 0
(39)
onde
A = /(=9g00),
go3
AB = -9
A b
51/2
Csin = ——. (40)
(—900)

O determinante da tétrada e, é e = \/g11g220. Deve-
mos notar que o campo de tétradas (39) gera a quadri-
velocidade ey = (%,0,0,0), isso mostra que esse
campo de tétradas é realmente adaptado a observadores
estaticos.

Com isso, apds uma série de manipulagoes tediosas mas
simples, verificamos que a expressao para M2 pode
ser escrita como

MO _ 9 [81 <903\/922 Sint‘)) o, <903\/911 0089” .

(—900) (—go0)
(41)
Para M(9®) temos

MO~ 2k o (W)_3<Wﬂ |

(—900)
(42)

As outras componentes de M vao gerar componentes
do momento angular iguais a zero, porque a sua de-
pendéncia em relagao a ¢ é dado por um sin ¢, um cos ¢,
ou um produto de ambos. Isso serda nulo quando inte-
grarmos sobre essa variavel.

Finalmente, integrando M@, as componentes do mo-
mento angular L sdo

1/2
LOG) = —2k% d9d¢<5/\/9726039>’
S0 (—9g00)

v/ in 6
W@ — _2]@% d9d¢<gm”gmsm). (43)
§—00 (—900)

(—900)

Devemos notar que, de modo andlogo ao que é feito nas
referéncias [22] e [23], o comportamento assintGtico da
métrica determina se o momento angular é bem definido,
especialmente o comportamento das componentes gog €
gos, as quais estao intimamente relacionadas as fungoes
lapso e “shift”. Ou seja, se o tensor métrico tiver o com-
portamento assintético

Il

o/r)+ ...

2+ 0(r) + ...

1+0(1/r)+ ..., (44)
entdo o momento angular espacial L2 serd bem
definido. As expressoes em (43) constituem um dos resul-

tados mais importantes deste artigo, pois sao expressoes
que nao dependem do sistema de coordenadas.

gos

1%

g22

I

—9goo

1. Estrela de Néutrons:

Para uma estrela de néutrons em rotacao aproximada-
mente rigida [24], o tensor métrico é dado pelo elemento
de linha

ds? = —A"2dt* + B'2dr? + r?dh* + r?sin” 0(d¢ — wdt)? .
(45)
O comportamento desses parametros, segundo é desen-
volvido em [24], é o seguinte:
Para r < R,

1/2 1/2
3 8 1 8
r_ 2 o on 2 - _on 2
A—2<1 3pR) 2(1 3p7") ,

-1
B/2 — <1 _ 87Tpr2> ,

3
w = w(0) {1—1;(;)2—1)7(;)4] , (46)
para r > R,
2 _ |y 2m(R)
A? = [1 . }_1
B'? = [1—2mTR} ,
w = 2Jr 3, (47)

onde R é o raio da estrela, w é a velocidade de obser-
vadores inerciais ao longo do eixo de rotagao, p é a den-
sidade (uniforme) da estrela e J é o momento angular da
estrela. A quantidade b é definida por b = 3/(5 + 77),
onde 7 é um parametro livre.

Para calcular L(O®) vamos utilizar a primeira ex-
pressio de (43). Lembrando que §/2 = A'rsiné,
V=000 = (A’"? — w?r?sin? §)/2, V22 =1 ewr® =2J,

entao

™ 2
LOG) — _gxk lim 20 A'r?sin 6 cos 0
(A2 — 2] sin?6/r)

r—oo Jq

1/2 b (48)
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uma vez que o denominador da expressao acima tende
a1l com r — oo, claro que LOG) & zero, pois
Jo dfsinfcosd = 0.

Vamos usar a segunda expressao de (43) e calcular
LM®) " Considerando que goz3 = —wr?sin? 0 /—goo =
(A'2 —w?r?sin® 0)1/2, \ /g2 = r e wr® = 2J, entdo

T 3 :.3
LY@ = _4rk lim [ do wr”sin 0 =
r—co Jo o (A’2 —2Jsin?0)/r)1/2
= 8krJ / dfsin® 9. (49)
0
Assim, considerando que foﬁ dfsin® 6 = %, 0 momento

angular gravitacional resulta em

JADICE %J. (50)

Onde substituimos o valor k£ = 16%. Deste modo, o mo-
mento angular do campo é dado em termos do momento

angular da fonte.

7. CONCLUSAO

Neste trabalho abordamos uma expressao para o mo-
mento angular gravitacional na formulacao teleparalela,
haja vista que a definicdo de momento energia ja é bem
estabelecido [11, 25, 26]. As defini¢des para o momento
angular e energia-momento gravitacionais sao invariantes

por transformagoes de coordenadas no espacgo tridimen-
sional, pois sao projetadas no espaco tangente. Uma
caracteristica compartilhada pela nossa expressao de mo-
mento angular e as expressoes da Mecanica Classica é a
dependéncia do sistema de referéncia, o que nao é in-
consistente com a interpretacao fisica de referencial e
nem com o principio da equivaléncia. Analisamos as
condigOes necessédrias para que o momento angular seja
bem definido e estabelecemos qual deve ser o comporta-
mento assintético do tensor métrico para que isso ocorra.
Aplicamos a nossa expressao para uma configuragao com
simetria axial em relacao a um observador estético e veri-
ficamos que o resultado é coerente pois a nossa expressao
tem dimensao de momento angular e é dada, no caso
especifico de uma estrela de néutrons em rotacao, em
termos do momento angular da fonte. Portanto vemos
que as dificuldades encontradas na formulacdo métrica
da relatividade geral nao sao compartilhadas pelo for-
malismo que usamos e concluimos que para entendermos
as caracteristicas de um sistema gravitacional, basta fo-
carmos nas simetrias do sistema. Esse poder do TEGR
em sua formulagao Hamiltoniana é evidenciado pelo que
expomos neste trabalho.
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