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O problema do momento angular gravitacional é analisado no contexto do teleparalelismo equiv-
alente à relatividade geral (TEGR na sigla em inglês). Utilizando-se o formalismo Hamiltoniano,
encontra-se o momento angular de uma configuração arbitrária com simetria axial, quando aplicado
a uma estrela de nêutrons, tem-se que o resultado é proporcional ao próprio momento angular da
fonte. O TEGR é descrito em detalhes, no qual se define energia, momento e momento angular grav-
itacionais. O campo de tétradas, que são as variáveis dinâmicas da teoria, tem sua interpretação
associada a um observador no espaço-tempo.
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1. INTRODUÇÃO

Um entendimento mais completo e profundo da rel-
atividade geral de Einstein requer o conhecimento da
estrutura das equações de campo, soluções e suas con-
sequências, bem como a compreensão de propriedades
tais como: a energia, momento e momento angular
do campo gravitacional [1, 2]. Devido ao surgimento
de problemas na interpretação, e mesmo na definição
dessas propriedades, que são indispensáveis para a com-
pleta compreensão da teoria, torna-se necessária uma
nova abordagem, porém equivalente, para a descrição do
campo gravitacional.

Na abordagem geométrica da gravitação surgem diver-
sos problemas conceituais tais como a dificuldade em se
definir uma expressão para a densidade energia gravita-
cional que seja independente de coordenadas, além disso,
existem sérias dificuldades quando tentamos construir
uma teoria de calibre na tentativa de se unificar as quatro
interações fundamentais da natureza. Parte dessa difi-
culdade advém de extensões equivocadas do Prinćıpio da
Equivalência. Outro ponto capital é que na formulação
geométrica da relatividade geral têm-se várias maneiras
para se definir energia-momento e momento angular [3–
7], mas todas apresentam-se insatisfatórias.

Moller [8] já havia notado que é imposśıvel anular o
campo gravitacional por uma simples transformação de
coordenadas, ou seja, as quantidades f́ısicas têm que ser
independentes de tais transformações. Por isso a abor-
dagem de pseudo-tensores torna-se inviável, uma vez que
em sua formulação, essa dependência é expĺıcita. Um
outro problema é que a interação gravitacional é muito
fraca em comparação com as outras interações funda-
mentais, caracterizando a chamada “hierarquia das in-
terações”.

Assim, temos que abordar a gravitação sob um outro
ponto de vista que nos permita resolver alguns dos prob-
lemas citados e que recupere os ganhos e conquistas da

∗sergio@fis.unb.br

visão geométrica. Isso é feito através do chamado telepar-
alelismo equivalente à relatividade geral (TEGR).

Este trabalho se propõe a descrever sistematicamente
o teleparalelismo de modo que possa servir como uma
revisão do que se tem até então sobre o assunto, dando-
se ênfase ao seu desenvolvimento mais recente, ou seja,
na definição da expressão para o momento angular grav-
itacional, no contexto do formalismo Hamiltoniano, e
aplicação de tal expressão para uma configuração ar-
bitrária com simetria axial.

Este artigo está dividido da seguinte forma: na seção II
as propriedade básicas de um campo de tétradas são ap-
resentadas e como construir tais objetos no caso de um
espaço-tempo na presença de um campo gravitacional.
Na seção III é introduzida a formulação lagrangeana
do teleparalelismo. Na seção IV é discutido como con-
struir a formulação Hamiltoniana e define-se as quanti-
dades energia-momento e momento angular a partir dos
v́ınculos da teoria. O significado f́ısico do campo de
tétradas é interpretado na seção V. Na seção VI as ex-
pressões para o momento angular gravitacional são apli-
cadas para uma simetria axial e finalmente na seção VII
as conclusões finais são apresentadas.

Notação:
Índices de espaço-tempo µ, ν, ... e ı́ndices SO(3,1)

a, b, ... variam de 0 a 3. Índices de espaço e tempo são in-
dicados de acordo com µ = 0, i, a = (0), (i). O campo de
tétradas é denotado por ea µ, o tensor métrico do espaço-
tempo de Minkowski levanta e abaixa ı́ndices e é fixado
por ηab = eaµebνg

µν = (− + ++). O determinante do
campo de tétradas é indicado por e = det(ea µ). As
unidades são fixadas com a escolha G = c = 1, a menos
que se diga o contrário.

2. PROPRIEDADES BÁSICAS DO CAMPO DE
TÉTRADAS

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores lin-
earmente independentes que obedecem uma relação de
ortogonalidade. Esses vetores são usados para construir
uma base capaz de descrever um espaço-tempo. As
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primeiras tentativas de se descrever o campo gravita-
cional por meio de tétradas são atribúıdas a Einstein na
tentativa de se unir a gravitação e o eletromagnetismo
[9]. A caracteŕıstica mais importante das tétradas é que,
na descrição do espaço-tempo em termos destes cam-
pos, o Prinćıpio da Equivalência surge de maneira natu-
ral. Isso se deve ao fato de que os campos de tétradas,
que descrevem ao mesmo tempo o espaço-tempo f́ısico e
o espaço tangente, podem ser interpretados como uma
transformação de Lorentz entre os diferenciais dxµ do
espaço-tempo f́ısico e dqa do espaço-tempo tangente,
através da comparação entre Λc aΛd bηcd = ηab, onde Λa b
é a matriz de Lorentz, e ea µeb νηab = gµν é a métrica do
espaço-tempo f́ısico. Com isso podemos sempre escrever
a quantidade projetada ea = ea µdx

µ, porém podemos
escrever também dqa = ea µdx

µ, muito embora não pos-
samos integrar esta relação e escrever qa = qa(xµ).

Em um espaço-tempo f́ısico arbitrário há sempre um
espaço-tempo plano tangente em cada ponto. O espaço-
tempo f́ısico será designado por letras gregas, de forma
similar o espaço-tempo tangente será designado por le-
tras latinas. Podemos projetar uma quantidade definida
nesse espaço-tempo arbitrário, no espaço-tempo tan-
gente. Para isso, usamos o campo de tétradas. Considere
um vetor definido em um espaço-tempo V µ, a correspon-
dente projeção no espaço-tempo tangente é dada por

V a = ea µV
µ , (1)

sendo que para isso utilizamos o campo de tétradas ea µ .
Da mesma forma é posśıvel projetar um vetor do espaço-
tempo tangente V a no espaço-tempo f́ısico,

V µ = ea
µV a , (2)

usando o campo de tétradas inverso ea
µ . As quan-

tidades cujas componentes possuem ı́ndices do espaço-
tempo f́ısico se comportam como tensores sob trans-
formações de coordenadas, enquanto aquelas cujas com-
ponentes possuem ı́ndices do espaço-tempo tangente são
invariantes por transformações de Lorentz. A relação de
ortogonalidade entre as tétradas pode ser expressa por:

gµν = eaµea
ν ;

ηab = eaµeb µ . (3)

A seguir será discutido como construir um campo de
tétradas em um espaço-tempo plano, claro que neste caso
o espaço-tempo tangente será o próprio espaço-tempo
f́ısico. Para isso vamos considerar dois sistemas de co-
ordenadas, qa = (t, x, y, z) no espaço-tempo tangente
e xµ = (t, r, θ, φ) no espaço-tempo f́ısico. Os dois sis-
temas estão relacionados pela transformação de coorde-
nadas dqa = ea µdx

µ, com isso o campo de tétradas pode
ser escrito como

e
a
µ =

∂qa

∂xµ
=

0B@ 1 0 0 0
0 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
0 sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ
0 cos θ −r sin θ 0

1CA , (4)

da relação acima percebemos que o campo de tétradas
pode ser escrito como o gradiente da função qa. Quando
isso ocorre a tétrada é chamada de holonômica, nesse
caso tanto xµ quanto qa descrevem os mesmos pontos do
espaço-tempo, como seria de se esperar em uma trans-
formação de cordenadas. A mesma idéia pode ser usada
para constrúırmos outras configurações de tétradas, por
exemplo através de uma transformação de coordenadas
que se relacionam através de um “boost”de Lorentz. Por
isso é importante frisar que a forma de se escrever o
campo de tétradas em (4) é uma das muitas maneiras de
se escrevê-lo. Entretanto esta forma será preferida uma
vez que coordenadas esféricas serão melhor adaptadas na
descrição dos sistemas abordados.

No caso geral o campo de tétradas não pode ser es-
crito na forma ∂µqa, então a tétrada é chamada de não-
holônoma. Para essa categoria de transformações temos
a seguinte propriedade ∂µea ν −∂νea µ 6= 0, logo para um
espaço-tempo com torção, temos tétradas que obedecem
a condição de não-holonomicidade.

3. FORMULAÇÃO LAGRANGEANA

Exigiremos inicialmente que a teoria exiba invariância
local de Lorentz, através da introdução de uma conexão
de spin ωµab do grupo SO(3,1) local, e posteriormente va-
mos impor que essa conexão seja nula para obtermos uma
densidade de Lagrangeana invariante por transformações
globais de Lorentz [10]. As equações de campo serão
obtidas a partir dessa densidade de Lagrangeana.

Quando introduzimos a conexão de spin a condição
de teleparalelismo exige que a derivada covariante da
tétrada seja nula, o que pode ser escrito como

∇µea ν = 0

∂µe
a
ν − Γλ µνea λ + ωµ

a
be
b
ν = 0 , (5)

Isolando a conexão Γλ µν na última equação temos

Γλ µν = eaλeb νωµab + eaλ∂µeaν . (6)

Substituindo essa quantidade na definição usual do tensor
de curvatura obtemos

Rλ γµν(Γ) = Rλ γµν(e , ω) = ea
λeb γ(∂µων a b − ∂νωµ a b +

+ ωµ
a
cων

c
b − ων a cωµ c b) . (7)

Devemos notar que os termos envolvendo ∂µeaν se
cancelam de modo que temos a relação Rλ γµν(Γ) =
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ea
λeb γR

a
bµν(ω). Usando a equação (6), podemos cal-

cular o tensor de torção Tλ µν = Γλ µν − Γλ νµ, que gera
a seguinte expressão

T a µν(e, ω) = ∂µe
a
ν−∂νea µ+ωµ a beb ν−ων a beb µ . (8)

A conexão de spin, usando a equação (8), pode ser
escrita identicamente como

ωµab = ◦ωµab +Kµab , (9)

onde Kµab é o tensor de contorção e ◦ωµab é a conexão
de Levi-Civita, sendo essas quantidades definidas pelas
expressões

Kµab =
1
2
ea

λeb
ν(Tλµν + Tνλµ + Tµλν) ,

◦ωµab = −1
2
ec µ(Ωabc − Ωbac − Ωcab) , (10)

com Ωabc dado por

Ωabc = eaν(eb µ∂µec ν − ec µ∂µeb ν) . (11)

Devemos notar que ◦ωµab possui torção nula.
Se usarmos a expressão (9) para calcular o escalar de

curvatura, que é calculado por meio da contração dos
ı́ndices do tensor definido em (7), chegamos à seguinte
relação

eR(e, ω) = eR(e) + e

(
1
4
T abcTabc +

1
2
T abcTbac − T aTa

)
−

− 2∂µ(eTµ) . (12)

Essa é a relação fundamental que será usada para definir-
mos a densidade de Lagrangeana no TEGR.

Na formulação Lagrangeana do TEGR vamos impor
que a conexão de spin ωµab seja igual a zero. Com isso o
escalar de curvatura, obtido por contração dos ı́ndices do
tensor em (7), torna-se nulo e a expressão (12) se reduz
a

eR(e) ≡ −e
(

1
4
T abcTabc +

1
2
T abcTbac − T aTa

)
+2∂µ(eTµ) .

(13)
Além disso, a torção em (8) assume a seguinte forma

T a µν(e) = ∂µe
a
ν − ∂νea µ . (14)

Se desprezarmos a divergência em (13), a densidade de
Lagrangeana para o campo gravitacional no TEGR é
dada por

L(eaµ) = −k e
(

1
4
T abcTabc +

1
2
T abcTbac − T aTa

)
− LM

≡ −k eΣabcTabc − LM , (15)

onde k = 1/(16π) e LM é a densidade de Lagrangeana
para os campos de matéria. O termo de divergência não
é necessário quando constrúımos a integral de ação para
espaços-tempos assintoticamente planos, pois as integrais
de superf́ıcie que surgem por integrações por partes se
anulam. No vácuo, notamos que a densidade de La-
grangeana é invariante por transformações gerais de coor-
denadas e por transformações de Lorentz globais SO(3,1)
como é esperado, uma vez que impusemos ωµab = 0. O
tensor Σabc é definido por

Σabc =
1
4

(T abc+T bac−T cab) +
1
2

(ηacT b−ηabT c) , (16)

e T a = T b b
a. As equações de campo são obtidas a partir

de (15), por meio de sua variação funcional em relação a
eaµ e são dadas por

eaλebµ∂ν(eΣbλν)−e
(

Σbν aTbνµ −
1
4
eaµTbcdΣbcd

)
=

1
4k
eTaµ .

(17)
Como ΣabcTabc é proporcional ao escalar de curvatura

a menos de uma divergência total, pode-se mostrar, por
cálculos expĺıcitos, que o lado esquerdo de (17) é propor-
cional ao tensor de Einstein Gaµ = ea

νGνµ. Ou seja

eaλebµ∂ν(eΣbλν)− e
(

Σbν aTbνµ −
1
4
eaµTbcdΣbcd

)
=

1
2
e[Raµ(e)− 1

2
eaµR(e)] , (18)

com isso, a seguinte equação se torna clara

Raµ(e)− 1
2
eaµR(e) =

1
2k
Taµ . (19)

Isso mostra a equivalência entre a teoria em questão e a
relatividade geral, o que justifica o próprio nome da teo-
ria. Essa equivalência pode ser visualizada quando anal-
isamos a maneira como a relatividade geral é descrita.
Usualmente ela é descrita em termos de um tensor de cur-
vatura diferente de zero, é portanto uma teoria essencial-
mente geométrica, e com o tensor de torção nulo. Para
o teleparalelismo o quadro é oposto, mas absolutamente
equivalente. Tem-se a curvatura constrúıda a partir da
conexão de Cartan nula e a torção diferente de zero.

As equações de campo (17) podem ser reescritas na
forma

∂ν(eΣaλν) =
1
4k
e ea µ(tλµ + Tλµ) , (20)
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onde

tλµ = k(4ΣbcλTbc µ − gλµΣbcdTbcd) , (21)

é interpretado como o tensor de energia momento do
campo gravitacional [11]. Dentre os vários motivos que
suportam essa interpretação [12], vemos primeiramente
que tλµ é um tensor verdadeiro sob transformações de
coordenadas, entretanto tλµ não é simétrico. Além disso,
temos uma lei de conservação tanto para etaλ quanto
para eT aλ. Para entendermos isso basta notar que Σaλν
é anti-simétrico nos dois últimos ı́ndices, lembrando que
uma contração entre um tensor simétrico e outro anti-
simétrico é nula, temos o seguinte

∂λ∂ν(eΣaλν) ≡ 0 . (22)

Assim, imediatamente chegamos à equação:

∂λ(etaλ + eT aλ) = 0 , (23)

que é uma lei de conservação local para os tensores de
energia-momento gravitacional, taλ, e dos campos de
matéria, T aλ.

4. FORMULAÇÃO HAMILTONIANA

Nesta seção faremos uma apresentação resumida dos
resultados principais estabelecidos nas referências [13]
e [2]. Para obtermos a formulação Hamiltoniana do
TEGR temos que, primeiramente, estabelecer o espaço
de fase da teoria. Como a densidade de Lagrangeana não
contém explicitamente a derivada temporal de ea0, essa
quantidade surge como um multiplicador de Lagrange.
O momento canonicamente conjugado a eai é dado por
Πai = δL/δėai. A formulação Hamiltoniana (não explici-
tamente covariante) é obtida reescrevendo a densidade
de Lagrangeana na forma L = pq̇ − H0, em termos de
eai, Πai e dos multiplicadores de Lagrange. Executando
a transformação de Legendre, chegamos à densidade de
Hamiltoniana [2] na forma

H = ea0C
a +

1
2
λabΓab , (24)

onde λab = −λba são multiplicadores de Lagrange. Após
resolvermos as equações de campo identificamos os mul-
tiplicadores de Lagrange como λik = 1/2(Ti0k + Tk0i) e
λ0k = −λk0 = T00k. Garantimos que a evolução tempo-
ral de qualquer quantidade é bem definida neste formal-
ismo quando verificamos que os v́ınculos Ca e Γab são de
primeira classe [13].

O v́ınculo Ca é escrito como Ca = −∂iΠai + ha, onde
ha é uma expressão muito complicada das variáveis de
campo, entretanto não é necessário explicitar esta ex-
pressão para interpretarmos o v́ınculo Ca como definição

de energia-momento, seguindo o que feito no formalismo
Hamiltoniano de ADM [14]. Entretanto temos que frisar
que a divergência em Ca é usada para definirmos o mo-
mento energia, tendo por base a estrutura das equações
de campo. Assim a forma integral das equações de
v́ınculo Ca = 0 é interpretada como equação de ener-
gia do tipo H − E = 0 e nos permite definir o vetor
energia-momento gravitacional P a

P a = −
∫
V

d3x∂iΠai , (25)

V é um volume arbitrário do espaço tri-dimensional. Essa
é uma definição consistente pois diversas aplicações in-
dicam que (25) representa a energia-momento gravita-
cional contido em um volume V em espaços vazios. Par-
ticularmente (25) gera a energia de ADM [14] quando
aplicada a todo espaço tri-dimensional. No espaço de
configurações, temos:

Πai = −4keΣa0i . (26)

O surgimento de divergências totais na forma de den-
sidades escalares ou vetoriais é posśıvel no contexto de
teorias contrúıdas a partir do tensor de torção, o que não
é o caso de teorias métricas da gravitação.

Em termos da definição (21), podemos escrever:

d

dt

∫
V

d3x e ea µ(t0µ+T 0µ) = −
∮
S

dSj
[
e ea µ(tjµ + T jµ)

]
,

(27)
que representa uma equação de continuidade para o ten-
sor de energia-momento total tλµ + Tλµ. Assim, alter-
nativamente, podemos reescrever P a de uma forma mais
familiar:

P a =
∫
V

d3x e ea µ(t0µ + T 0µ) . (28)

Entretanto utilizaremos a expressão (25), por motivos
práticos, uma vez que é muito mais fácil lidar com (25)
do que (28).

O v́ınculo Γab é

Γab = Mab + 4ke(Σa0b − Σb0a) , (29)

com Mab = ea µe
b
νM

µν = −M ba e Mµν definido como

M ik = 2Π[ik] = ea
iΠak − ea kΠai , (30)

M0k = Π0k = ea
0Πak . (31)

Assim como interpretamos a equação Ca = 0 como uma
equação que define a energia-momento, a equação Γab =
0 define a expressão do momento angular gravitacional.
Ao analisarmos as dimensões desse v́ınculo, vemos que
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essa quantidade f́ısica tem que estar relacionada com o
momento angular.

Portanto de maneira análoga à definição de P a [11], a
forma integral da equação de v́ınculo Γab = 0 motiva a
definição da densidade do 4-momento angular do espaço-
tempo:

Mab = −4ke(Σa0b − Σb0a) . (32)

e que, portanto, define

Lab = −
∫
V

d3x ea µe
b
νM

µν , (33)

como o quadri-momento angular do campo gravitacional
[2]. Essa expressão é invariante sob transformações de
coordenadas do espaço tridimensional.

5. INTERPRETAÇÃO DO CAMPO DE
TÉTRADAS

As invariâncias exibidas pela Lagrangeana (15) são
responsáveis pela interpretação do campo de tétradas
como sistemas de referência. Ou seja, a invariância da
teoria por transformações globais SO(3,1) estabelece que
dois campos de tétradas que (i) são soluções das equações
de campo, (ii) produzem o mesmo tensor métrico e (iii)
não se relacionam por nenhuma transformação global de
Lorentz, descrevem dois sistemas de referência diferentes.
Assim podemos adotar o significado f́ısico desses objetos
como sendo sistemas de referência adaptados a obser-
vadores ideais de massa nula no espaço-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sis-
temas de referência [15]. Se denotamos por xµ(s) a
linha mundo C de um observador no espaço-tempo, e
por uµ(s) = dxµ/ds sua velocidade ao longo de C, pode-
mos fazer a identificação da velocidade do observador
com a componente a = (0) de ea

µ [16]. A aceleração
do observador é dado por aµ = Duµ/ds = De(0)

µ/ds =
uα∇αe(0) µ, onde a derivada covariante é escrita em ter-
mos dos śımbolos de Christoffel.

Vemos, então, que ea
µ determina a velocidade e a

aceleração, ao longo de uma linha mundo, de um obser-
vador adaptado a um sistema de referência. Deste ponto
de vista, conclúımos que um conjunto de tétradas, para
os quais e(0) µ descreve uma congruência de curvas do
tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores. A
t́ıtulo de comparação, devemos lembrar que se ea µ → δaµ
no limite r → ∞, então ea µ é adaptado a observadores
estáticos no infinito espacial.

Podemos generalizar a noção de aceleração no espaço-
tempo por meio da derivada absoluta da tétrada, ou seja

Dea
µ

ds
= φa

beb
µ , (34)

onde φab é o tensor de acelerações antissimétrico.
Seguindo o que é apresentado em [17–19], em analogia
ao tensor de Faraday podemos identificar φab → (a,Ω),
onde a é a aceleração translacional (φ(0)(i) = a(i)) e Ω é
a freqüência de rotação de um sistema de referência em
relação a outro que não está em rotação (transporte de
Fermi-Walker [16]).

Podemos inverter a relação (34), o que gera

φa
b = eb µ

Dea
µ

ds
= eb µ u

λ∇λea µ , (35)

onde a derivada covariante é escrita em termos dos
śımbolos de Christoffel. Lembrando que esta conexão
se relaciona com a conexão de spin definida em (9) por
meio de (5), temos, quando a substitúımos na expressão
acima, a forma de φab

φab =
1
2

[T(0)ab + Ta(0)b − Tb(0)a] . (36)

Interpretamos φab como a aceleração inercial ao longo de
xµ(s).

6. O MOMENTO ANGULAR DE UM SISTEMA
COM SIMETRIA AXIAL

Quando a simetria esférica é quebrada por uma
rotação, temos uma simetria axial. Esse tipo de sime-
tria engloba um grande número de configurações, de
uma massa em rotação, passando por quasares, sistemas
binários, aglomerados de galáxias, até o buraco negro
de Kerr. É bom ressaltar que para o caso de Kerr
a singularidade da configuração não permite conclusões
ineqúıvocas, uma vez que estaremos lidando com um
observador estático e sabemos que na região conhecida
como ergoesfera não é posśıvel existir tal situação.

O tensor métrico mais geral para uma simetria axial
[20] é dado por

ds2 = g00dt
2+2g03dφdt+g11dr2+g22dθ2+g33dφ2 , (37)

sendo todas as componentes do tensor métrico depen-
dentes de r e θ.

Com a finalidade de calcular o momento angular para
essa configuração temos que calcular o tensor métrico
contravariante. Fazendo isso temos

gµν =


− g33δ 0 0 g03

δ
0 1

g11
0 0

0 0 1
g22

0
g03
δ 0 0 − g00δ

 , (38)

com δ = g03g03 − g00g33.
A seguir vamos fazer a análise do momento angular

para um observador estático [21].
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A. Observador Estático

Um observador estático é caracterizado por um campo
de velocidade do tipo uµ = (u0, 0, 0, 0) ao longo de uma
linha mundo C. Uma vez que fazemos a identificação
uµ = e(0)

µ podemos concluir que para observadores
estáticos a condição e(0)

k = 0 deve ser satisfeita, claro
que dessa condição temos e(i) 0 = 0, conforme foi anal-
isado no caṕıtulo anterior. Escolhendo um observador
estático adaptado a esse sistema, temos

eaµ =

0B@ −A 0 0 −B
0
√
g11 sin θ cosφ

√
g22 cos θ cosφ −C sin θ sinφ

0
√
g11 sin θ sinφ

√
g22 cos θ sinφ C sin θ cosφ

0
√
g11 cos θ −√g22 sin θ 0

1CA ,

(39)

onde

A =
√

(−g00) ,

AB = −g03
A

,

C sin θ =
δ1/2√
(−g00)

. (40)

O determinante da tétrada ea µ é e =
√
g11g22δ. Deve-

mos notar que o campo de tétradas (39) gera a quadri-
velocidade e(0)

µ = ( 1
A , 0, 0, 0), isso mostra que esse

campo de tétradas é realmente adaptado a observadores
estáticos.

Com isso, após uma série de manipulações tediosas mas
simples, verificamos que a expressão para M (1)(2) pode
ser escrita como

M (1)(2) = 2k
[
∂1

(
g03
√
g22 sin θ√

(−g00)

)
+∂2

(
g03
√
g11 cos θ√
(−g00)

)]
.

(41)
Para M (0)(3) temos

M (0)(3) = 2k
[
∂1

(
δ1/2
√
g22 cos θ√

(−g00)

)
−∂2

(
δ1/2
√
g11 sin θ√

(−g00)

)]
.

(42)
As outras componentes de Mab vão gerar componentes

do momento angular iguais a zero, porque a sua de-
pendência em relação a φ é dado por um sinφ, um cosφ,
ou um produto de ambos. Isso será nulo quando inte-
grarmos sobre essa variável.

Finalmente, integrando Mab, as componentes do mo-
mento angular Lab são

L(0)(3) = −2k
∮
S→∞

dθdφ

(
δ1/2
√
g22 cos θ√

(−g00)

)
,

L(1)(2) = −2k
∮
S→∞

dθdφ

(
g03
√
g22 sin θ√

(−g00)

)
. (43)

Devemos notar que, de modo análogo ao que é feito nas
referências [22] e [23], o comportamento assintótico da
métrica determina se o momento angular é bem definido,
especialmente o comportamento das componentes g00 e
g03, as quais estão intimamente relacionadas às funções
lapso e “shift”. Ou seja, se o tensor métrico tiver o com-
portamento assintótico

g03 ∼= O(1/r) + ...

g22 ∼= r2 +O(r) + ...

−g00 ∼= 1 +O(1/r) + ... , (44)

então o momento angular espacial L(1)(2) será bem
definido. As expressões em (43) constituem um dos resul-
tados mais importantes deste artigo, pois são expressões
que não dependem do sistema de coordenadas.

1. Estrela de Nêutrons:

Para uma estrela de nêutrons em rotação aproximada-
mente ŕıgida [24], o tensor métrico é dado pelo elemento
de linha

ds2 = −A′ 2dt2 +B′ 2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ(dφ− ωdt)2 .
(45)

O comportamento desses parâmetros, segundo é desen-
volvido em [24], é o seguinte:

Para r ≤ R,

A′ =
3
2

(
1− 8π

3
ρR2

)1/2

− 1
2

(
1− 8π

3
ρr2
)1/2

,

B′ 2 =
(

1− 8π
3
ρr2
)−1

,

ω = ω(0)
[
1− b

( r
R

)2

− bτ
( r
R

)4
]
, (46)

para r ≥ R,

A′ 2 =
[
1− 2m(R)

r

]
,

B′ 2 =
[
1− 2m(R)

r

]−1

,

ω = 2Jr−3 , (47)

onde R é o raio da estrela, ω é a velocidade de obser-
vadores inerciais ao longo do eixo de rotação, ρ é a den-
sidade (uniforme) da estrela e J é o momento angular da
estrela. A quantidade b é definida por b = 3/(5 + 7τ),
onde τ é um parâmetro livre.

Para calcular L(0)(3) vamos utilizar a primeira ex-
pressão de (43). Lembrando que δ1/2 = A′r sin θ,√
−g00 = (A′ 2 − ω2r2 sin2 θ)1/2,

√
g22 = r e ωr3 = 2J ,

então

L(0)(3) = −4πk lim
r→∞

∫ π

0

dθ
A′r2 sin θ cos θ

(A′ 2 − 2J sin2 θ/r)1/2
, (48)

Physicæ 8, 2009 16
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uma vez que o denominador da expressão acima tende
a 1 com r → ∞, claro que L(0)(3) é zero, pois∫ π
0
dθ sin θ cos θ = 0.

Vamos usar a segunda expressão de (43) e calcular
L(1)(2). Considerando que g03 = −ωr2 sin2 θ

√
−g00 =

(A′ 2 − ω2r2 sin2 θ)1/2,
√
g22 = r e ωr3 = 2J , então

L(1)(2) = −4πk lim
r→∞

∫ π

0

dθ
ωr3 sin3 θ

(A′ 2 − 2J sin2 θ/r)1/2
=

= 8kπJ
∫ π

0

dθ sin3 θ . (49)

Assim, considerando que
∫ π
0
dθ sin3 θ = 4

3 , o momento
angular gravitacional resulta em

L(1)(2) =
2
3
J . (50)

Onde substitúımos o valor k = 1
16π . Deste modo, o mo-

mento angular do campo é dado em termos do momento
angular da fonte.

7. CONCLUSÃO

Neste trabalho abordamos uma expressão para o mo-
mento angular gravitacional na formulação teleparalela,
haja vista que a definição de momento energia já é bem
estabelecido [11, 25, 26]. As definições para o momento
angular e energia-momento gravitacionais são invariantes

por transformações de coordenadas no espaço tridimen-
sional, pois são projetadas no espaço tangente. Uma
caracteŕıstica compartilhada pela nossa expressão de mo-
mento angular e as expressões da Mecânica Clássica é a
dependência do sistema de referência, o que não é in-
consistente com a interpretação f́ısica de referencial e
nem com o prinćıpio da equivalência. Analisamos as
condições necessárias para que o momento angular seja
bem definido e estabelecemos qual deve ser o comporta-
mento assintótico do tensor métrico para que isso ocorra.
Aplicamos a nossa expressão para uma configuração com
simetria axial em relação a um observador estático e veri-
ficamos que o resultado é coerente pois a nossa expressão
tem dimensão de momento angular e é dada, no caso
espećıfico de uma estrela de nêutrons em rotação, em
termos do momento angular da fonte. Portanto vemos
que as dificuldades encontradas na formulação métrica
da relatividade geral não são compartilhadas pelo for-
malismo que usamos e conclúımos que para entendermos
as caracteŕısticas de um sistema gravitacional, basta fo-
carmos nas simetrias do sistema. Esse poder do TEGR
em sua formulação Hamiltoniana é evidenciado pelo que
expomos neste trabalho.
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