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Orbitais atdmicos e moleculares podem ser obtidos como uma combinagio
linear de fungdes de base. Este modelo ficou conhecido como método da
combinagio linear de orbitais atdmicos (do inglés: Linear Combination of

Atomic Orbitals), sendo uma das técnicas mais utilizadas para o cdlculo
de propriedades eletronicas de dtomos, moléculas, etc., por métodos

quanticos.

Palavras-Chaves

Combinagio linear de orbitais atdbmicos
Principio de Pauli

Meétodo de Hartree

Método Hartree-Fock

Meétodo de Hartree-Fock-Roothaan

Neste texto serdo abordados alguns dos aspectos fundamentais para
o cilculo de propriedades eletronicas através do método denominado
Hartree-Fock-Roothaan, que corresponde a aplicagio da combinagio
linear de orbitais atémicos usando o modelo Hartree-Fock.
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Introducao

Dentre os modelos matematicos utilizados para representar
a estrutura eletronica de sistemas microscépicos, um
dos mais valiosos ¢ o modelo proposto por D.Hartree
e V.Fock, ou simplesmente, modelo de Hartree-Fock.
Na tentativa de solucionar o problema da separagio das
interagdes intereletronicas, a aproximagdo de Hartree-
Fock tornou-se o método padrio para iniciar-se qualquer
estudo de representagio de estados eletronicos de dtomos,
moléculas, etc.

O maior problema a ser resolvido neste modelo ¢ a
escolha das fungbes matematicas a serem utilizadas para
representar os orbitais de Hartree-Fock. Se este problema
ja era complexo para dtomos, para moléculas aparentava
uma barreira quase que intransponivel. Uma das sugestdes
mais importantes associadas ao método de Hartree-Fock
foi formalizada por J.J.Roothaan através do método que
ficou popularizado como o método da combinagéo linear

dos orbitais atémicos (LCAO - Linear Combinaion of
Atomic Orbitals). Esta designagio de combinagio linear de
orbitais atdmicos nio ¢ adequada e deveria ser modificada
para combinagio linear de func¢ées de base. Entretanto,
a for¢a do hibito e a grande utilizagdo do método tornou
a designagdo inicial como um rétulo ainda utilizavel. De
maneira resumida, os orbitais atdmicos e moleculares sio
considerados como vetores em um espago nio-euclidiano.
Por analogia com o espago euclidiano, pode-se imaginar
que um vetor qualquer em um espago de k dimensdes pode
ser representado como uma combinagio linear de vetores
ortonormais que formem o que se conhece por uma base
no espago, ou seja, em um espago de k dimensdes deve
existir um conjunto de vetores unitirios e linearmente
independentes (ortonormais) que podem ser utilizados
para representar qualquer outro vetor através de uma
combinagio linear dessa base. Os orbitais atomicos e
moleculares apresentam caracteristicas vetoriais, mas sio
fung¢ées matemdticas e portanto, o espago vetorial a que se
refere, neste caso, nao deve ser considerado como o espago
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euclidiano. Entretanto, varias das designa¢oes empregadas
em geometria analitica podem ser utilizadas nesse espago
de fung¢des. A idéia de uma base em um espago euclidiano
deve ser substituida por uma base construida por fung¢oes
matemadticas linearmente independentes e ortonormais.
Desta forma, os orbitais atdbmicos e moleculares devem
ser obtidos como combinagdo linear dessa base de fungoes
ou, utilizando-se da linguagem empregada no cotidiano,
os orbitais devem ser obtidos com misturas de fun¢des de
base.

Esta visdo extremamente simplificada do método de
Hartree-Fock-Roothaan leva naturalmente a formulagio
de certas questdes:

1. que tipo de fungbes matemdticas poderiam ser
utilizadas para construir-se uma base em um espaco
quéntico?,

2. quantas fungdes de base deveriam ser utilizadas para
representar adequadamente o sistema em estudo? e

3. poderi a descri¢do em nivel Hartree-Fock apresentar
resultados que possibilitem a elucida¢do de aspectos
experimentais?

Estas questdes continuam ainda hoje a fazer parte do
dia-a-dia de vdrios pesquisadores e grande parte da
dificuldade em obter-se solu¢oes deve-se mais a aspectos
computacionais do que a matematicos. Por exemplo, para
responder a questdo (1) pode-se dizer que existe uma
grande variedade de fun¢bes matemdticas que podem
ser utilizadas como fungdes de base. As mais populares
sdo aquelas que apresentam maiores possibilidades de
implementagio computacional através de expressoes
matemadticas analiticas e que permitem obter resultados
mais precisos em menor tempo. Com relagio a segunda
questdo (2), deve-se levar em considera¢do que o cilculo
da energia eletronica de um sistema através do método
Hartree-Fock depende fortemente do nimero e também
da natureza de fungdes de base utilizadas. Pode-se,
por exemplo, escolher um determinado tipo de funcio
matemdtica para construir-se uma base no espago e
aumentar-se sistematicamente o nimero dessas fungoes,
observando-se o valor da energia eletronica Hartree-
Fock. Observa-se que apés a inclusio cuidadosa de
um determinado nimero de fungbes, por mais que
acrescentemos outras funcoes, a energia eletronica nio
apresenta alteragdes. Quando determina-se esse ponto,
diz-se que o sistema atingiu o limite Hartree-Fock e que
a fungdo de base estd saturada. A primeira possibilidade
que pode passar pela cabe¢a de um usudrio iniciante é
que este pode ser o critério a ser adotado para definir-
se o nimero de funcbes de base a ser incluido em um
calculo quéintico. Em principio a sugestdo ¢ aceitdvel,

mas ndo é computacionalmente plausivel. A utilizagio
do método Hartree-Fock implica no célculo de integrais
de energia cinética, atragio nicleo-elétron e repulsio
elétron-elétron. O ndmero das integrais a ser calculado
estd diretamente relacionado com o nimero de fungées
de base a ser utilizado. Enquanto as integrais de energia
cinética e atrag¢io nucleo-elétron crescem na ordem de
n? (mais precisamente: n(n+1)/2), onde n representa o
nimero de fun¢des de base em um célculo, o nimero de
integrais de repulsio elétron-elétron cresce na ordem de
n* (ou seja, (n*+2n*+3n?+2n)/8 ). Em geral, para atingir-se
o limite Hartree-Fock utiliza-se um nimero elevado de
fungdes de base, o que sugere que o nimero de integrais
de repulsio elétron-elétron cresce de forma astrondmica.
Supondo-se que tenha-se um computador suficientemente
rapido para efetuar o cilculo de todas as integrais, deve-
se perguntar como serdo armazenadas estas integrais no
computador? ou serd que nio é necessirio armazend-las?
A solugio computacional para esses problemas criou
um amplo espectro de métodos relacionados a solugdo
das equagdes provenientes do método de Hartree-Fock-
Roothaan. Termos de uso comum, tais como: método
empirico, semi-empirico, ab initio, Hartree-Fock direto,
etc., sdo designagdes para solu¢des sugeridas para
contornar os problemas relacionados basicamente ao
numero de integrais de repulsdo elétron-elétron.

Finalmente, para investigar a questio (3), umavez definido
o tipo e nimero de fungdes de base, deve-se verificar se
as fun¢des de onda Hartree-Fock sio adequadas para
representar as propriedades desejadas. A solugdo para
esta questdo também aponta para dificuldades de ordem
computacional. Verifica-se que o método Hartree-Fock
pode proporcionar solugbes aceitiveis para determinadas
propriedades moleculares, tais como, a geometria
molecular, energia de ionizagio de sistemas neutros, etc.
Entretanto, enquanto a energia Hartree-Fock corresponde
a maior porcentagem do que seria a energia exata do
sistema, verifica-se que esta aproximagio nio garante uma
descri¢do adequada de outras propriedades mais sensiveis
a qualidade da fun¢io de onda, tais como propriedades
que envolvam diferencas de energia. Isto se deve ao fato
do método Hartree-Fock empregar a idéia de que em um
sistema multieletronico, um elétron sente as interacoes
médias provenientes de todos os outros elétrons. Desta
forma, observa-se uma perda de energia proveniente da
interacdo que seria causada pela posicdo dos elétrons no
espaco. Este efeito é conhecido como efeito de correlagio
eletronica e é extremamente importante no cilculo de
propriedades como: polarizabilidade, momento dipolar,
etc. Computacionalmente a corregio do efeito de correlagio
eletronica exige um esfor¢o computacional muito mais
significativo do que o método Hartree-Fock. O nimero
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de integrais a ser calculada cresce na ordem de n° e uma
série de diferentes técnicas tém sido desenvolvidas para a
inclusdo dos efeitos de correlagio eletronica.

Um outro tipo de efeito ndo menos importante, mas
em geral considerado apenas para elementos das linhas
inferiores da tabela periédica, sdo os efeitos relativisticos.
Ainclusio destes efeitos encontra-se ainda hoje em estdgio
inicial de desenvolvimento, devido a necessidade de
métodos matemadticos que simplifiquem a sua inclusio.

A estrutura eletrdnica

O ponto de partida de toda a descricio quéntica de
um sistema qualquer estd na utilizagdo da equagio de
Schrodinger. Na sua forma independente do tempo, esta
equagdo ¢ escrita como:

HY=E¥ (1)

A aparente simplicidade da equagio desaparece a
partir do momento em que procura-se aplicd-la a um
atomo ou molécula. Na verdade, a representa¢do acima
corresponde a uma abreviagdo de diversos termos. O
termo H corresponde a um operador diferencial que
permite obter informagdes sobre a energia do sistema.
Mais especificamente, este operador é conhecido como
operador hamiltoniano. Para um sistema molecular
arbitrdrio constituido por N nucleos (representados por
letras maiusculas) e n elétrons (representados por letras
minudsculas) sua descricio completa ndo relativistica ¢

dada por:
lf:I:-/I:N+-rI\-e+\7Ne+\7ee+\7NN (2)

onde:
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he =YY ()
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Uy = 3> Zale )

sendo 'T'N o operador de energia cinética dos ntcleos, :|;
o operador de energia cinética dos elétrons, V, V_e V
08 operadores de energia potencial de atragao nicleo-
elétron, repulsdo elétron-elétron e repulsio nicleo-
nicleo, respectivamente. P, e f)i operadores diferenciais
de momentum dos nicleos e elétrons, respectivamente,
z, ¢ a carga nuclear do nicleo A, R, a distincia entre o
elétron i e o nicleo A, R, a distancia entre o nicleo A e
o nicleo B e r, a distancia entre os elétrons i ¢ j.

Para uma parte significativa dos problemas normalmente
estudados através da mecinica quintica, uma primeira
simplificagdo consiste em assumir que a equagdo de
Schrédinger pode ser separada em uma parte eletrénica
e outra nuclear. Esta simplificagdo, conhecida como
aproximagdo de Born-Oppenheimer, leva a fatorizagio
da fungio de onda como:

¥(r, R) = y(r, R)OR)  (8)

Onde y corresponde a uma fungio de onda associada a
solugdo da parte eletronica da equagdo de Schrédinger
para um conjunto fixo de coordenadas nucleares e
® correspondendo a uma fungdo de onda associada
basicamente com os movimentos nucleares.

Desta forma, a equagio de Schrodinger pode ser reescrita
como:

Hy® = Ey® (9)

ou

(Ty+ Vo + EJu® = Ey®  (10)
sendo que:

(T.+ Vit VOw® =Eyo  (11)
Mesmo considerando-se esta simplificagdo, a equagio
de Schrédinger sé pode ser resolvida exatamente para
sistemas monoeletrénicos. Para aplicd-la a sistemas
multieletronicos deve-se avaliar quais sdo as dificuldades

para resolve-la e procurar alternativas que permitam ao
menos uma solu¢io aproximada da mesma.
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O método de Hartree

Uma vez realizada a separagio dos movimentos nucleares
dos eletronicos, serdo feitas neste capitulo consideragtes
apenas sobre a solu¢do da equagdo de Schrodinger para a
componente eletronica, ou seja, a solugio da eq.11.

Pode-se imaginar que se a equagdo de Schrédinger pode
ser resolvida exatamente para sistemas monoeletrdnicos, o
problema da solugio exata para sistemas multieletronicos
estd associado ao termo de repulsio intereletronica (eq.6).
Na verdade, se o termo de repulsdo eletronica pudesse ser
subdividido em termos de componentes monoeletrdnicas,
a solugdo da equagdo de Schrodinger para um sistema
contendo 2n elétrons seria dada por uma série de equagoes
semelhantes a eq.11, sendo uma equagio para cada elétron.
Em outras palavras, ter-se-ia um conjunto de 2n equagoes
do tipo:

N
(t+ D vaNe) + vi(ee))o = ety (12)
A=1

Sendo t o operador de energia cinética do i-ésimo
elétron, Vv u(Ne) o termo de atragio de todos os N
nicleos pelo i-ésimo elétron e Oi(ee) corresponderia a
um operador de repulsio eletronica efetivo também do
i-ésimo elétron. As fungdes ¢, chamadas de fungoes
orbitais, corresponderiam a fun¢des monoeletronicas
representando o i-ésimo elétron com energia ..

Aparentemente a energia eletronica total deste sistema de
2n elétrons seria dada pela soma de todas as €, ou seja:

Eel = Z € (13)

e a fungio de onda total, W(1,2, ... n), seria dada pelo
produto de todas as fun¢ées monoeletronicas:

¥(1,2, ... 2n) = ¢,(1) ¢,(2) ... §, ,(2n-1) ¢, 2n) (14)

A funcio de onda escrita na forma da eq.14 é conhecida
pelo nome de produto de Hartree e sugere que a fungio
que descreve um elétron qualquer é completamente
independente de todos os outros elétrons. Em outras
palavras, a fun¢do de onda representada pela eq.14
corresponderia ao que se chama de modelo de particulas
independentes.

Deve-se chamar a atengdo para o fato de que cada orbital

depende unicamente das coordenadas do respectivo
elétron, ou seja, se coordenadas cartesianas estiverem
sendo utilizadas para descrever o sistema, as fungdes
orbitais correspondem a:

¢,(1) = ¢,(x,,y,,2,)
0,(2) = ,(x,,y,,2,)

¢2n(2n) = (I)ZH(XZn’yZn’ZZH

Em um trabalho pioneiro, Douglas R. Hartree sugeriu
que a equagdo de Schrodinger poderia ser resolvida
adequada e aproximadamente da maneira sugerida acima.
Para isso, desenvolveu uma expressio para o termo de
repulsio eletronica efetivo. Segundo Hartree, se em um
sistema contendo dois elétrons colocar-se o elétron 1 em
uma determinada posi¢do do espago, a energia potencial
de repulsio desse elétron em relagio ao campo médio
produzido pelo elétron 2 em todo o espago serd :

v (ee) = J%drz 1s)

Assim, se for considerado que o sistema possui um niimero
qualquer de elétrons, a energia de repulsio do i-ésimo
elétron em relagdo a todos os outros sera:

vi(ee) = Zj‘@d"j (15)
i=i ij

Com esta defini¢io pode-se utilizar a eq.12 para obter-
se informagdes sobre a energia, bem como sobre a
distribui¢io eletronica em um sistema qualquer. A eq.11
que correspondia a uma equagdo diferencial, agora passa
a ser representada por equagdes integro-diferenciais e
dependem do conhecimento de fungdes orbitais tentativa
para poderem ser resolvidas. Em outras palavras, o
operador de energia cinética é um operador diferencial
(eq.3 ¢ eq.4) e o operador de repulsio elétron-elétron
corresponde a um operador integral. Neste ultimo caso,
o operador necessita de fungdes orbitais para ser definido.
Desta forma, para resolver-se as equagdes de Hartree
pode-se partir de um conjunto de fungdes orbitais
aproximadas e utilizar o resultado da solugdo da eq.12
como fungdes tentativa para obter-se novas solu¢ées para
a eq.12 e assim sucessivamente. Com este procedimento,
as equagoes de Hartree sdo auto-consistentes, ou seja, elas
geram solugdes que sdo utilizadas para refinar os préprios
resultados.
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Deve-se observar ainda que o somatério apresentado na
eq.16 ocorre sobre todos os elétrons diferentes de i, de
modo que quando estiver sendo considerada a repulsio
intereletronica sobre um elétron j, este levard em
consideragio a intera¢do entre todos os outros elétrons,
incluindo o elétron i. Desta forma, quando a energia
eletronica total do sistema for computada através das
energias g, a repulsio intereletronica estard sendo contada
em dobro. Portanto, para determinar-se corretamente
a energia eletronica total através do método de Hartree
deve-se utilizar a seguinte equagao:

2n 2n
Ear = D & — ), vi(ee) 17)
i=1 i=1

O principio de Pauli

Evidéncias experimentais sugeriam entretanto que os
elétrons apresentavam caracteristicas que ndo estavam
sendo contempladas pelo método de Hartree. Um desses
aspectos correspondia a indistinguibilidade eletrénica.
Um outro seria o fato de que elétrons correspondem a
particulas sub-atomicas caracterizadas como férmions.
Uma das caracteristicas dos férmions ¢ de que os mesmos
apresentam momento de spin fraciondrio. A pergunta que
surge naturalmente é: de que maneira estas informagdes
poderiam afetar o modelo de Hartree ou entio, como
afetariam a visdo adquirida de como os elétrons estio
organizados em um sistema qualquer?

A primeira resposta vem do fato de que as fung¢des de
onda apresentadas acima levam em consideragdo apenas
as coordenadas espaciais dos elétrons e ndo consideram as
propriedades de spin. Para considerar-se os efeitos de spin,
uma fungio de onda qualquer deve incluir uma quarta
coordenada para cada elétron, a coordenada de spin (&).
Assim, a fung¢do de onda apresentada na eq.14, deve ser
reescrita como:

T(1)27 e 2n) = ¢’](X1;Y1>Zp§]) ¢,2(X2)Y2)Zz)&2) cee
¢’2n(X2n’y2n’ZZn’ 2n) (18)

As fungdes ¢’ incluindo agora as coordenadas espaciais
e de spin sio denominadas de spin-orbitais. Uma outra
caracteristica que deve ser incluida na fungio de onda ¢
que uma vez que ela representa férmions, ela deve trocar de
sinal toda vez que forem efetuadas trocas nas coordenadas

de dois elétrons quaisquer, ou seja:

Y(1,2,...,1,j, ., 2n) =-¥(1,2, ..., i,j, ..., 2n)  (19)
Uma fungio de onda que apresenta essa propriedade ¢é
denominada de func¢iao de onda anti-simétrica e se a
fun¢io de onda ndo trocar de sinal, ela serd denominada
de fungao de onda simétrica.

Uma maneira simples de construir-se fungdes de onda
anti-simétricas e ainda incluir a indistinguibilidade do
elétrons ¢ através de determinantes do tipo:

0:(1) 02 .. $1(2n)
_ 1 e 62 EICI R,
Jyem o : :

0an(1) 02,(2) 20 (20)

O primeiro termo a direita da eq.20 corresponde apenas
a um fator de normaliza¢do. Construindo-se a fungio de
onda através deste determinante, observa-se que todos
os elétrons serdo colocados em todos os spin-orbitais
e que se for efetuada a troca de coordenadas entre
esses elétrons, a fun¢do de onda trocard de sinal e serd,
portanto, anti-simétrica. Esta sistemidtica de construgio
de fungbes de onda anti-simétricas foi proposta por Slater
e consequentemente, a fun¢do de onda obtida pela eq.20
recebeu o nome de determinante de Slater.

A utilizagio de determinantes de Slater no método
de Hartree, por sua vez, foi a corre¢ido sugerida por
V.Fock. Uma de suas conseqiéncias estd no fato de
que o determinante acima ndo permite que dois spin-
orbitais sejam idénticos. Caso isso aconte¢a, a fungio
de onda desaparece e portanto, ndo pode representar os
elétrons. Essa impossibilidade de termos dois elétrons
com caracteristicas idénticas em um dtomo ou molécula
foi denominada de principio de exclusao de Pauli.

Os spin-orbitais podem ainda ser fatorados se considerar-
se que as coordenadas espaciais sdo independentes das
coordenadas de spin, ou seja:

¢’1(Xj’yyzj’§j) = ¢,1(Xj7yj72j7§j)m(é) (21)

Sendo o(§)a fungio de spin. Observagdes experimentais
sugerem que sé existem duas fungdes de spin possiveis,
denominadas de a(§) e B(§). Cada uma destas fungoes
de spin estd associada a um momento magnético de spin
especifico. A fungdo o estd associada a elétrons com

proje¢do de momento de spin de +% # e funcgio Ba—zi.
h
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E comum associar-se o principio de Pauli a nimeros
quanticos. Entretanto, isto ndo passa de uma maneira
de caracterizar os diferentes spin-orbitais em termos das
caracteristicas préprias das fungdes espaciais e de spin.
Por exemplo, se dois elétrons sdo descritos por uma mesma
fun¢do orbital, entio um dos elétrons deve ser descrito
por uma fungio de spin a e o outro por uma funcio .
Se ambos possuirem também a mesma fungio de spin
a func¢do de onda desaparece. Entretanto, suponhamos
que as fungdes espaciais possam ser representadas como
fungées do atomo de hidrogénio. Se isso ocorrer as
fungdes orbitais podem ser caracterizadas pelos nimeros
quanticos (n,l,m) e uma vez que as fungées de spin podem
ser caracterizadas pelos valores +1/2 e —1/2, entdo cada
un¢io spin-orbital poderia ser identificada pelos nimeros
fi bital pod dentificada pel
quanticos:

+1/2

n,l,m,
-1/2

Como conseqiiéncia, para que a fungio de onda possa
descrever corretamente os pares eletronicos, é necessario
que o conjunto dos quatro nimeros quinticos seja diferente
para cada um dos elétrons. No exemplo de que os dois
elétrons estdo em um mesmo orbital, a Gnica possibilidade
de construir-se uma fun¢io de onda é admitindo-se
que os ndmeros quinticos de spin sejam diferentes.
Esta possibilidade pode ser generalizada para sistemas
multieletronicos declarando-se que em um mesmo orbital
nio podem existir mais do que dois elétrons e que os
mesmos devem possuir spins diferentes.

A utilizagio de fungdes de onda anti-simétricas por
Fock introduziu um principio automatico de restrigdo do
nimero de elétrons por orbitais. Curiosamente, embora
o desenvolvimento matemadtico tenha se tornado mais
complexo, as equagdes finais sio muito semelhantes a
Eq.12. A primeira diferenca estd no fato de que pode-se
utilizar a mesma func¢do orbital para acomodar um par
de elétrons. O outro aspecto é que nas equagdes de Fock,
o termo de repulsio eletrénica apresentava caracteristicas
puramente coulémbicas. Com o uso das funcées de
onda anti-simétricas verifica-se que o termo de repulsio
eletronica apresenta uma componente couldmbica e uma
outra de natureza puramente quintica, denominada de
termo de troca. Pode-se dizer que esse termo de troca
constitui-se em uma primeira corre¢io dos efeitos de
correlagio eletronica no modelo de Hartree.

O método de Hartree Fock Roothaan

O método de Hartree-Fock tornou-se extremamente
popular, entre outras coisas, pela qualidade dos resultados
produzidos ao ser aplicado em calculos de propriedades
atdmicas e moleculares. Entretanto, havia um outro
problema extremamente importante a ser solucionado:
qual deveria ser a forma matemdtica das fungées orbitais?
Enquanto que para célculos atdmicos as equagdes de
Hartree-Fock podiam ser resolvidas numericamente,
para moléculas, este mesmo procedimento demonstrava
ser computacionalmente inadequado. Uma solugio
que tornou-se amplamente difundida e aplicada para
calculos de propriedades eletronicas de qualquer sistema
imaginével, foi o método proposto por Roothaan.

Roothaan sugeriu que fungdes que fossem utilizadas para
representar orbitais moleculares poderiam ser obtidas em
termos de fungdes que representassem orbitais atdémicos.
Se considerarmos que orbitais atomicos de sistemas
multieletronicos sdo fungdes aproximadas, a mesma idéia
poderia ser utilizada para construi-los através de funcoes
matemdticas que permitissem computacionalmente
calculos precisos de propriedades atdmicas e moleculares.
Este método ficou conhecido como o método de
combinagiolinear de orbitais atdmicos (linear combination
of atomic orbitals - LCAO). A sugestio de Roothaan
ndo foi a criagdo das combinagdes lineares dos orbitais
atdbmicos, mas a sua utilizagio através das equagdes de
Hartree-Fock. Genericamente, pode-se dizer que orbitais
atémicos ou moleculares podem ser obtidos de forma auto-
consistentes como combinagdes lineares de determinadas
fun¢des matemdticas ou fungdes de base.

Antes de procurar explorar os tipos de fun¢des de base, é
conveniente verificar quais as implicagdes matemadticas nas
equagdes de Hartree-Fock da utilizagio da LCAO. Este
¢ um tratamento complexo e serd abordado de maneira
superficial através de um sistema em que os elétrons
encontram-se todos emparelhados e que, portanto, em
cada orbital atdmico ou molecular serdo encontrados dois
elétrons.

Inicialmente deve-se considerar que um orbital atomico
ou molecular pode ser escrito através da expansao:

n
b = Z Cik Xk (22)
k=1

onde ¢, corresponde a coeficientes de combinagio
linear que representardao os orbitais ¢, como misturas
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de m fungoes de base y, previamente escolhidas. Cada
orbital atdbmico ou molecular terd seu préprio conjunto de
coeficientes que apresentard propriedades caracteristicas
daquele orbital.

Para simplificar a notagio, a eq.12 serd reescrita como:

Fo =0 (23)

onde o operador de energia de Fock foi substituido por .
A ¢q.23 nos diz que cada orbital atémico ou molecular
serd representado por uma equagio de autovalores.
Substituindo-se a eq.22 na eq.23 tem-se:

'EZ CikXk = Siz Cik Xk (24)
K K

As tnicas coisas conhecidas nesta equagio sio as fungdes
%, ¢ o operador inicial de Fock. A solugio desta equagio
implica em determinar os valores dos coeficientes de
combinagio linear de todos os orbitais ocupados e as
respectivas energias. Considerando-se que tem-se um
conjunto de m fung¢des do tipo ¥, inicia-se o processo
de solugdo multiplicando-se a equagdo acima por cada
uma das fungdes y, e integra-se sobre todo o espago de
varidveis. Isto criard um conjunto de m equagdes do tipo:

_[XIIEZ Cikxkdt = leSiZ Cikxkdt (25)
k k

Esta equagio pode ser rearranjada para:

zcik( X||EXde)= Siz Cik( X|Xde) (26)
K K

ou empregando-se uma notagdo simplificada para as
integrais entre parentes, como:

z CikFik = Siz CikSik (27)
K K

onde:

Fic = [Fucde 9

Si = IXIXde (29)

A integral F, corresponde a integral de energia
empregando as fungdes x, ey, e a integral S| corresponde
a uma integral denominada de integral de recobrimento
e corresponde a uma medida da sobreposi¢do das fungdes

%€ X

Na literatura normalmente a eq.27 ¢ rearranjada para:

Y (F, -&S) (30)

Uma solugio trivial, mas nio desejada para esta equagio,
seria considerar que todos os coeficientes de combinagio
linear fossem iguais a zero. Isto satisfaria a eq.30, mas nio
proporcionaria nenhum resultado fisicamente interessante.
Uma solugio ndo trivial pode ser obtida através do uso de
determinantes.

Considerando-se apenas o orbital k pode-se agrupar as m
equagdes envolvendo este orbital da seguinte maneira:

clk(Fll k 11) + C (FIZ k 12) tot C (F - 8k lm) - O
CZk(FZI k 21) + C ( 2" k 22) tot C (F - 8k Zm) = O

ka(le k ml) + C (FmZ k m2) tot C (F 8ksmm) =0
(equagio 31)

Esta equagdo pode ser representada na forma matricial
como:

Fii —&S11 Fi-&S52 - Fim —&Sim | Cx

For — &S Foo—&52 - Bom —&Sum | Cax -0

I:m1 - SkSml Fm2 - 8kSmZ me - SkSmm Crnk
(equagio 32)

A solugio para Equagdo 32 pode ser obtida se o
determinante da matriz a esquerda for igual a zero:

Fii —&S11 Fi1-&S -+ Fim —&Sim

For —&S21 Foo =652 -+ Fom —&Som -0

Fri —&Smi Fmz —&Sm2 * Fnm — &Smm
(equagio 33)

Desta forma, determina-se os valores de k e substituindo-
se estes valores na eq.32 obtém-se os coeficientes de
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combinagio linear do respectivo orbital molecular. Uma
vez que o operador de Fock e consequentemente os
elementos I, da eq.33 dependem da fung¢ao de onda, ou
seja, dos coeficientes de combinagido linear dos orbitais,
utiliza-se estes coeficientes para reescrever-se os elementos
F,, determinando-se novamente os valores das energias
e coeficientes dos orbitais. Este processo ¢ repetido até
que os mesmos apresentem convergéncia até um valor
previamente escolhido.

A eq.32 pode também ser escrita de uma maneira
computacionalmente mais conveniente, como:

FC =¢SC. (34

ou, se todos as equagdes referentes a todos os orbitais
moleculares forem agrupados em uma tdnica equagio,
tem-se:

FC=¢SC  (35)

Esta equacdo apresenta caracteristicas que permitem a
aplicagdo de técnicas numeéricas eficientes para determinar
os coeficientes de combina¢io linear e as energias dos
orbitais moleculares. Popularmente esta representagio
matricial é também denominada de equagao secular.

Um aspecto extremamente importante diz respeito as
possiveis solugdes obtidas através da eq.35. Como pode ser
observado, as dimensdes das matrizes representadas pela
eq.35 sdo da ordem de m x m, o que corresponde a obter
um nimero de solugdes (orbitais e energias orbitais) maior
do que o necessirio. O nimero de orbitais duplamente
ocupados, n, é sempre menor ou, em raras ocasioes, igual
ao numero de fung¢des de base, m. A escolha das solu¢des
desejadas é feita através dos orbitais que apresentam
menor energia. Em outras palavras, através da solugdo
da eq.35, obtém-se m diferentes orbitais moleculares.
Organiza-se estes orbitais em ordem crescente de energia
e escolhe-se os n orbitais de menor energia. Através da
especifica¢do dos orbitais ocupados pode-se determinar a
energia eletronica total do sistema e determinar o valor de
qualquer outra propriedade de interesse.

Os orbitais desocupados ou virtuais e as respectivas
energias obtidas através da solugdo da eq.32 nio sio
caracterizados corretamente. A defini¢io do operador
de Fock leva em considera¢io a distribui¢io eletronica
e consequentemente todos os orbitais ocupados, mais
precisamente, a interacdo de cada um dos elétrons em um
determinado orbital em relagdo ao campo médio de todos
os outros orbitais ocupados. Desta forma, os orbitais
virtuais sdo obtidos experimentando a interagdo de um

elétron nesse orbital com todos os orbitais ocupados.
Consequentemente, os orbitais virtuais apresentam uma
caracteristica mais préxima dos orbitais do fon negativo
em um estado excitado, do que do sistema neutro.

Outros aspectos importantes também devem ser discutidos
com relagio a eq.32. A simplificagdo utilizada acima
para apresentar as equagdes de Hartree-Fock-Roothaan
escondem uma consideragdo importante que deve ser
salientada. Em primeiro lugar, admitiu-se que a eq.23
pudesse ser utilizada como ponto de partida e em fungio
dela efetuou-se a substitui¢do da expansdo dos orbitais
atdmicos e/ou moleculares em termos de fungoes de base,
chegando-se finalmente na representacio da equagio
secular. Entretanto, uma demonstrag¢do rigorosa utiliza
uma ferramenta extremamente importante denominada
de ajuste variacional. Através de demonstragdes
rigorosas percebe-se que os coeficientes de combinagdo
linear sdo obtidos em fun¢io da minimizagdo da energia
eletronica total do sistema. Em outras palavras, ao
resolver-se a eq.32 estdo sendo escolhidos os coeficientes
de combinagio linear das fungdes de base que minimizam
a energia eletronica total do sistema. Estes ndo sdo
os Unicos pardmetros que podem ser ajustados para
que a energia eletronica seja minima. Existem outros
pardmetros que estdo incorporados no tipo de funcio de
base que estd sendo utilizado. Qualquer destes ajustes que
levam a energia eletrénica a um minimo, correspondem a
aplicagdo do método variacional.

Esta dltima consideragio sugere pelo menos mais dois
pontos a serem esclarecidos: a) qual deve ser o tipo de
tungdo de base que pode ser utilizado para representar
apropriadamente os orbitais atdmicos ou moleculares? e
b) qual o nimero de fungdes de base deve ser utilizado?
Estas duas perguntas correspondem ao cerne de um
dos maiores problemas a ser solucionado ou pelo menos
considerado quando se procura utilizar o método de
Hartree-Fock-Roothaan.
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