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A compreensio da natureza das propriedades de dtomos, moléculas e
sistemas mais complexos estd diretamente relacionada com a distribuigio
e o comportamento das particulas microscépicas que os constitui. Diversas
evidéncias experimentais sugeriram que a estrutura de dtomos e moléculas
nio poderiam ser explicadas por principios baseados na mecinica cldssica.
Experimentos, tais como: a radia¢do do corpo negro, capacidade calorifica
e espectros atdmicos e moleculares, sugeriam que os processos de absor¢io
ou emissio de energia s6 poderiam ser explicados admitindo-se que
a energia envolvida nesses processos seria quantizada e nio continua,
como prevé a mecinica cldssica. A nova mecinica criada para conciliar
os aspectos observados com a hipétese de quantizagdes de determinadas
propriedades microscépicas foi denominada de Mecénica Quantica.

Duas versdes dessa nova mecinica foram formuladas pelos fisicos Erwin
Schrodinger e Werner Heisemberg, em trabalhos e métodos matemdticos
diferentes, porém equivalentes. A teoria especifica quais sdo as leis que as
particulas de qualquer sistema microscépico obedecem. Observa-se que
ha uma relagio com a teoria de Newton para o movimento de sistemas
macroscépicos (principio da correspondéncia), sendo a teoria de Newton
um caso particular (no limite macroscépico) das equagdes de Schrodinger,
assim como a teoria da relatividade de Einstein é uma generaliza¢io que
inclui a teoria de Newton como um caso especial, no limite de baixas
velocidades. O modelo de Schrédinger estd fundamentado em alguns
postulados que sdo descritos a seguir.
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Postulado |

W = W(X,Y 2,5 Zse s X oYy Zyol)  €Quagdo 1

Qualquer estado de um sistema dinimico de N particulas
pode ser descrito por uma fungio de onda das 3N

coordenadas espaciais e do tempo.

Para ser considerada uma fungio aceitdvel, a func¢do de
onda deve ser: a) univoca (‘¥ ndo poderd apresentar mais
de um valor para um mesmo conjunto de coordenadas), b)
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continua, assim como suas derivadas e c) ser finita.

O significado fisico de ¥ estd baseado na interpretagio
estatistica sugerida por Max Born. Na teoria ondulatéria da
luz, 0 quadrado daamplitude de uma onda eletromagnética
em uma regido do espago estid relacionado a sua
intensidade e portanto, a uma medida da probabilidade
de encontrar um féton nessa mesma regiio do espago. A
func¢do de onda que descreve um sistema de N particulas
corresponde a uma amplitude e, consequentemente, por
analogia com a teoria da luz, o quadrado da fun¢io de
onda que descreve um sistema microscépico em um ponto
arbitrdrio no espago serd proporcional a probabilidade de
encontrar estas N particulas naquele ponto do espago.
Matematicamente, isto pode ser expresso por:

|‘I’(xl,yl,zl,zz,...,)cN,yI\I,zN,t)|2 dx dydz,..dx dy,dz, =P
equacdo 2

que corresponde a probabilidade de encontrar a particula
1 entre x, e x+dx, y, e y,+dy,, z, ¢ z+dz, a particula
2 entre x, e x,+dx,, y, e y,+dy,, z, e z,+dz, e assim
sucessivamente. O somatério das probabilidades de
encontrar essas N particulas em todo o espago das varidves
deve sempre apresentar um valor finito. Obviamente,
que trabalhando com fung¢des continuas e elementos de
volume infinitesimais, o somatdrio deve ser substituido
por uma integral, que também ¢ denominada de integral
de normalizagio e é representada por:

I ¥ " Wdt equagdo 3

A forma de apresentacdo do quadrado da fun¢do de onda
deve levar em consideracao que a fun¢ao de onda pode ser
uma fungdo complexa, ou seja, uma fungdo construida no
espaco dos nimeros imaginarios. Desta forma, o quadrado
de W apresentado na eq.2 corresponde ao produto |¥]* =¥
" ¥. O produto de uma fungdo complexa por seu complexo
conjugado corresponde a um niimero real, o que garante
que a probabilidade de encontrar as N particulas no espago
serd um numero real, embora a fun¢ao de onda possa ser
uma funcdo complexa. Considerando-se esta conotacao
estatistica para a funcao de onda, comumente designa-se
como uma amplitude de probabilidade.

Postulado Il

Para obter-se o valor de uma propriedade fisica de um

sistema representado por uma func¢io de onda ‘¥, deve-se
efetuar uma operagao matemdtica utilizando um operador
que caracterize a propriedade desejada. A cada propriedade
tisica pode-se definir um operador mecanico-quantico.
Os operadores siao obtidos a partir das expressdes da
mecinica cldssica, aplicando-se as seguintes regras:

—_

o tempo e as coordenadas permanecem as mesmas;
2. o momento linear em coordenadas cartesianas é
substituido pelo operador diferencial:

equagdo 4

onde o termo h corresponde a uma modificagio
conveniente da constante de Planck, sendoh = h / 2n =

1,05457 x 103 J.s.

Como exemplo de aplicagio dessas duas regras, podemos
apresentar o operador de energia de atragio nuclear e
de energia cinética. A construgdo de um operador que
possibilite a obtencio da energia de atragio entre um
préton e um elétron inicia-se pela defini¢io cldssica:

_Zze?
Areolx —X)2 4 (y - V)2 + (2~ 2)?]

vine = /2 equagdo 5

onde (x,y,z) correspondem as coordenadas cartesianas
do elétron e (X)Y,Z) as coordenadas nucleares. Para
construir-se o operador correspondente, deve-se efetuar
as modifica¢bes necessdrias segundo as duas regras acima.
Uma vez que a energia de atragdo nuclear sé6 depende
das coordenadas eletronica e nuclear, o operador serd
idéntico a defini¢do cldssica dada pela eq.5. Para que seja
feita a distingdo entre o operador e a respectiva funcio,
representa-se o operador por um simbolo qualquer com
um acento circunflexo acima. No caso do operador de
energia de atragido nuclear escreve-se:

- Ze?

Vne =
Ancolx —X)2 +(y - V)2 + (- 2)?]"*

equagio 6

Desta forma, percebe-se que o operador de atragio nuclear
¢ um operador multiplicativo.

Para definir-se o operador de energia cinética determina-
se a sua expressdo cldssica. Uma particula de massa m e
velocidade v apresenta uma energia cinética que serd dada

por:
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mv?2 _ p% +P; +p2
2 2m

T-

equagdo 7

onde (p,, p, p,), sdo as componentes cartesianas do
momento linear. Deve-se substituir cada uma das
componentes do momento linear pelo respectivo operador
diferencial dado pela eq.4. O operador de energia cinética
¢ entdo reescrito como:

e S R O e

equagio 8

o 2 2 2 )
Tz_h(a L0 +a_]= h

ol oy e >m equagio 9

Para ser fisicamente aceitdvel, deve ser linear e hermitiano.
Um operador ¢ linear quando apresenta as seguintes

propriedades:

AP, +¥) =AY +A¥, equagio 10
Ac¥ =cA¥  equacio 11

onde ¢ ¢ uma constante. Pode-se perceber que os
operadores de energia cinética (eq.9) e de atra¢ao nuclear
(eq.6) sdo operadores lineares, uma vez que satisfazem
estas duas propriedades. Um exemplo de um operador
que nao pode ser utilizado em mecanica-quantica € a raiz

quadrada, uma vez que: /W, + W, # ¥; + ¥,

Operadores hermitianos sio aqueles que apresentam a
seguinte propriedade:

| ¥, " (AY,)dt = J (AY)"¥,dt  equagio 12

A necessidade de que esta condigdo seja obedecida, estd
baseada no fato de que operadores hermitianos sempre
produzirdo valores reais para as respectivas propriedades
representadas por A.

Postulado Il

Uma vez definidos os operadores, pode-se obter o valor
das respectivas propriedades de uma fungio de onda
empregando-se: a) a equagdo de autovalores ou b) o
teorema do valor médio.

Uma equagio de autovalores corresponde a seguinte
expressao:
A¥Y=2¥  equacio 13

Se ¥ corresponde a uma fungio de onda bem-comportada
e A ¢ o operador de uma propriedade fisica qualquer, diz-
se que ¥ ¢ uma autofungio do operador A quando a eq.13
¢ obedecida. Em outras palavras, a aplica¢do do operador
A sobre a fungio de onda ¥, produz a mesma funcio
de onda multiplicado por uma constante A. O valor da
propriedade desejada corresponde ao da constante A. Esta
constante A também ¢ chamada de autovalor do operador
A. Sendo o operador A hermitiano, pode-se garantir
que serd sempre um nimero real e, consequentemente
compativel com grandezas mensurdveis fisicamente.

Entretanto, é comum o fato de ndo termos fun¢des de onda
que ndo sdo autofun¢des de um determinado operador.
Neste caso, para determinar-se o valor dessa propriedade
langa-se mio da seguinte expressao:

B J' Y Avdr
= W equagdo 14

onde A corresponde ao valor médio da propriedade
representada pelo operador A em um sistema caracterizado
por uma fungio de onda . A barra sobre o simbolo A é
utilizada para caracterizar o valor médio. Entretanto, é
comum encontrarmos o valor médio representado como

<A>.

A eq.14 ¢é normalmente caracterizada como uma
representagdio do terceiro postulado da mecénica-
quantica, enquanto que a eq.13 corresponde a uma das
caracteristicas dos operadores e consequentemente
¢ discutida na definicio dos operadores durante a
apresentacio do segundo postulado.

Comparando-se as eqs.13 e 14 pode-se verificar que
autofuncdes de um determinado operador A, podem ser
determinadas ou pela eq.13 ou pela eq.14, o que sugere
que a constante A apresentada na eq.13 apresenta a mesma
conotagio estatistica observada na eq.14.
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Postulado IV

Postulado VI

Para a evolugido de um sistema com o tempo, é necessirio
solucionar a equagdo de Schrodinger dependente do
tempo:

oY

HY =in =t equagio 15

Se a fungio ¥ nio depende explicitamente do tempo, diz-
se que o sistema se encontra em um estado estaciondrio e
a eq.15 pode ser reescrita como:
HY =EY  equagio 16

O operador H, denominado de hamiltoniano, corresponde
ao operador de energia total do sistema em estudo e ¢
constituido por termos de energia cinética e potencial. Para
uma particula de massa m movendo-se em uma dimensao

com um potencial V(x), a equacdo de Schrdodinger ¢
escrita como:

2
ho 9 L Vx)w - Ev

2m ox2 equagdo 17

Observando-se a eq.l7 percebe-se que a operagdo
matematica ou o operador hamiltoniano para produzir a
energia E do sistema em uma dimensao ¢ dado por:

2
v
2m px?

)
Il

equagio 18

Para sistemas mais complexos deve-se determinar todas
as possiveis componentes das energias cinética e potencial
e definir o respectivo operador.

Postulado V

O elétron se comporta como se fosse um pequeno ima,
ou seja, como se tivesse um momento dipolar magnético
— denominado spin.

Quais sio os operadores de spin? Nio se conhece a
forma analitica desses operadores. No entanto, dada a
semelhanga das propriedades do spin com as do momento
angular, postulou-se que os operadores de spin deveriam
ser semelhantes e apresentar as mesmas propriedades dos
operadores de momento angular. O Momento Angular
(I) ¢ dado por L =rx p, onde r corresponde ao raio descrito
por um corpo em movimento circula com momento linear
p- Desta forma, tem-se que:

i j k
|: =X Y z equagio 19
Px Py P;

- —
1

Ij = (Y-Px - Z-Py) + j_()Z-pX - sz) + k(x.py - y.px) equagio 20

L =TLX +JT>Ly + _’LZ equagdo 21
L-L- L+ Ly2 +L?>  equagio 22

Considerando-se estas propriedades, pode-se definir os
operadores mecinico-quénticos de momento angular,
substituindo-se as componentes de p pelo respectivo
operador quéntico de momento linear. Assim, tem-se
que:

EX:—Hiyjl—ij
0, dy
Ly =-Az—-X— equagdo 23
X z
Ezz4hxfi—yfz
dy Oy

Pode-se demonstrar que os operadores que representam as
componentes do momento angular nio comutam entre si,
ou seja, aplicando-se dois desses operadores em seqiiéncia
sobre uma fungio de onda, o resultado poderd depender
da ordem de aplicagio dos mesmos. Por exemplo, se
pegarmos as componentes x ¢ y do momento angular e
aplica-los sobre uma funcio de onda, teremos o seguinte
resultado:

AA A

LXLy‘P + LyALX‘P equagio 24

Esta impossibilidade de comutagio destes dois operadores
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sugere que os valores destas duas componentes ndo podem ser determinadas simultaneamente. Uma outra forma de

representar a propriedade de comutagio é através do seguinte simbolo:
(I:Xl:y —I:yl:x): ll:xrl:yJ equagio 25

Se dois operadores A e B quaisquer comutam, entio [A, BJ = 0. Caso os dois operadores nio comutem, [A, EJ#O. Os
operadores de momento de spin, embora nio sejam conhecidos e por analogia com os operadores de momento angular,

devem apresentar as seguintes propriedades:

Momento Angular Momento de spin
Ly, L, |=inL, S, Sy |= 1S,
L,.L,|=inL, S,,S, | = inS,
N 5,5, ] s,
LR R0 B85 -5 o
LWiym = 0+ D)%y, m éz{; = %(% + 1Jh2{‘;
- éza = %ha
I—z\l’n/m — mh‘l’n/m R 1
SZB =——hp
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