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Este trabalho reve  os postulados fundamentais da meca nica qua ntica, con-
sistentes com textos dida ticos padra o. Os postulados fornecem a estrutura 
para a teoria, iniciando com as propriedades das funço es de onda aceita -
veis na equaça o de Schro dinger: unicidade, continuidade e finitude. Segue-
se com a introduça o de operadores meca nico-qua nticos que definem pro-
priedades dos sistemas qua nticos. O ca lculo de valores me dios de observa -
veis e  determinado pelo terceiro postulado e o quarto postulado aborda a 
equaça o de Schro dinger em suas formas dependente e independente do 
tempo, e a sua extensa o para sistemas complexos. Finalmente, inclui-se o 
conceito de spin e suas propriedades. Contrariando a ordem tradicional de 
apresentaça o, este estudo sugere iniciar o aprendizado dos postulados 
pela equaça o de Schro dinger, espelhando o possí vel desenvolvimento  
histo rico da meca nica qua ntica e potencialmente melhorando a compre-
ensa o conceitual da teoria. 
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Introdução 

Em artigo anterior [1], foram abordados os postulados da 
meca nica qua ntica de maneira sistema tica, alinhados com 
apresentaço es encontradas em diversos livros-textos, 
como os de Autschbach [2], Piela [3], Levine [4], dentre 
outros. Os postulados sa o afirmaço es fundamentais aceitas 
como verdadeiras, formando a base de uma teoria cientí fi-
ca. Na meca nica qua ntica, geralmente se inicia a apresen-
taça o dos postulados definindo as caracterí sticas das  
funço es de onda que podem ser soluço es da equaça o de 
Schro dinger, enfatizando que devem ser uní vocas,     
contí nuas e finitas.  

Na seque ncia sa o apresentados os operadores meca nico-
qua nticos como ferramentas que permitem determinar 
propriedades dos sistemas. O terceiro postulado estabele-
ce como calcular o valor me dio de uma propriedade, re-
presentada por um operador, por meio do teorema do va-
lor me dio. O quarto postulado introduz a equaça o de 
Schro dinger dependente do tempo e, por extensa o, sua 
versa o independente do tempo. Em textos mais avança-
dos, este postulado tambe m explora a expansa o inicial da 
equaça o de Schro dinger para sistemas mais complexos. Os 
postulados finais discutem o spin eletro nico e os operado-
res associados, bem como as propriedades das funço es de 
onda de spin. 

Essa seque ncia de conceitos e  tradicionalmente aceita e 
sua aplicaça o em problemas de crescente complexidade, 
levam o leitor a se convencer de que os postulados sa o 
aceita veis e corretos. Pore m, essa abordagem tende a 
seguir uma ordem que na o reflete o desenvolvimento de 
uma lo gica como possivelmente ocorreu durante o trajeto 
histo rico da meca nica qua ntica. Originalmente, as ideias 
fundamentais emergiram da observaça o da equaça o de 
Schro dinger e sua associaça o com a soluça o de equaço es 
diferenciais, e na o a partir das funço es de onda ou opera-
dores. 

Baseado em experie ncias dida ticas, sugere-se no presente 
texto que a assimilaça o dos postulados da meca nica 
qua ntica pode ser mais eficaz se for iniciada com a equa-
ça o de Schro dinger, ao inve s da seque ncia tradicional 
encontrada em muitos textos dida ticos. Com base nos fun-
damentos estabelecidos anteriormente [1], os postulados 
sera o discutidos sob uma perspectiva que talvez se alinhe 
com o desenvolvimento das ideias que moldaram os 
alicerces da teoria, deixando de ser apenas um conjunto 
de regras a serem memorizados. 

Qual seria o primeiro postulado? 

Toda a construça o da meca nica qua ntica na o relativí stica 
contempora nea pode ser considerada como desenvolvida 
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a partir da apresentaça o da equaça o de Schro dinger de-
pendente do tempo: 
 
(1) 
 
Sendo   o operador hamiltoniano e  a funça o de onda 
dependente da coordenada espacial, x, e da coordenada 
temporal, t. 

A Eq.1 sera  postulada como gene rica e devera  ser expandi-
da para qualquer nu mero de coordenadas espaciais, do 
tempo ou outras coordenadas necessa rias para represen-
tar qualquer sistema, como as coordenadas de spin. O ope-
rador hamiltoniano tambe m deve ser considerado de for-
ma ampla e pode ser escrito contendo apenas os elemen-
tos de energia cine tica e potencial convencionais ou incluir 
qualquer novo elemento de energia que possa afetar ou 
perturbar o sistema de alguma forma, como, por exemplo, 
o efeito de um campo ele trico ou magne tico externo ou a 
interaça o do momento magne tico de um ele tron com seu 
momento magne tico de spin ou qualquer outro efeito que 
possa interessar. 
 
Aparentemente, o primeiro postulado deveria conside-
rar a equação de Schrödinger como uma representação 
“adequada” de sistemas quânticos. O destaque para o 
termo “adequado” e  proposital uma vez que o desenvolvi-
mento que tambe m e  encontrado em quase todos os textos 
dida ticos se refere a versa o não relativística de      
Schrödinger. Ate  mesmo Schro dinger quando intuiu sua 
equaça o teve a percepça o de sua incompletude e que uma 
versa o mais rigorosa deveria incluir efeitos relativí sticos.  
 
E  interessante lembrar que ao desenvolver a sua equaça o, 
Schro dinger na o realizou nenhuma aplicaça o que fosse 
dependente do tempo. Ao contra rio, empregou a separa-
ção de variáveis e desenvolveu a equaça o de Schro dinger 
independente do tempo, considerando sistemas estaciona -
rios. Em outras palavras, introduziu o artifí cio de que a 
funça o de onda possa ser escrita como: 
 
(2) 
 
Sendo que a funça o de onda total, (x,t), foi fatorada como 
o produto de uma funça o que depende apenas da(s) coor-
denada(s) espacial(ais), (x) (ou (x1, y1, z1,x2, y2, z2,...)) e 
outra funça o que depende apenas do tempo, (t). Repare 
que a separaça o de varia veis entre as coordenadas espaci-
ais e a temporal e  uma expectativa Newtoniana e na o rela-
tiví stica, em que tempo e espaço sa o domí nios completa-
mente independentes. 
 
Substituindo-se a Eq.2 na Eq.1 tem-se: 
 
(3)  
 
Com o operador Hamiltoniano atuando apenas nas coor-
denadas espaciais e a derivada no tempo atuando apenas 
na funça o temporal, pode-se escrever a equaça o acima 
como: 

 
 
 

 
(4)  
 
Que rearranjando leva a : 
 
(5)        
 
A separaça o da equaça o de Schro dinger em suas compo-
nentes espacial e temporal resulta em duas equaço es que 
devem ser igualmente va lidas para todo o tempo e posi-
ça o. Matematicamente, isso implica que cada lado da 
equaça o separada e  igual a uma constante comum, deno-
tada por E para representar a energia: 
 
 
(6) 
 
 
A constante E e  identificada como a energia, em parte de-
vido a  presença do operador hamiltoniano, que e  conheci-
do por ser um operador de energia na formulaça o da 
equaça o de Schro dinger. Uma ana lise dimensional tanto 
do operador hamiltoniano quanto do termo temporal na 
Eq. (6) confirma que a constante deve ter dimenso es de 
energia. Apesar de na o ser imediatamente evidente, a fun-
ça o de onda na o contribui com unidades adicionais, pois 
aparece tanto no numerador quanto no denominador, 
cancelando-se. Restam as unidades da constante de 
Planck reduzida ℏ, que e  definida como energia multipli-
cada por tempo. Quando esta e  dividida pela unidade de 
tempo da derivada temporal, o resultado e  unidade de 
energia. Assim, tem-se duas equaço es: 
 
(7) 
 
e 
 
(8)  
 
A Eq.7 e  uma representaça o simplificada em uma dimen-
sa o da equação de Schrödinger independente do tempo e a 
Eq.8 e  uma equaça o diferencial que depende apenas do 
tempo e pode ser resolvida analiticamente [2,3,5]. 

 
As tre s primeiras aplicaço es feitas por Schro dinger para 
avaliar a sua equaça o independente do tempo foram: o 
oscilador harmo nico, o rotor rí gido e o a tomo de hidroge -
nio [6–8]. Pode-se escrever a equaça o de Schro dinger para 
cada um desses sistemas como: 

Oscilador harmo nico 

 

(9) 

 

Rotor rí gido: 

 

(10) 

Qual seria o segundo postulado?  
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A tomo de hidroge nio:  

 

(11) 

 

 

As soluço es das equaço es em questa o levam a  determina-
ça o das energias e das funço es de onda permitidas para 
cada sistema qua ntico. Pode-se focar nas propriedades 
gerais das funço es de onda que emergem como soluço es 
desses problemas ou, alternativamente, analisar as opera-
ço es matema ticas inerentes a  equaça o de Schro dinger. E  
mais simples estudar as caracterí sticas universais dessas 
funço es de onda do que as complexidades das operaço es 
matema ticas e suas relaço es com as propriedades fí sicas 
derivadas. Portanto, um possível segundo postulado da 
mecânica quântica estaria associado à função de onda 
como um descritor abrangente do estado de um siste-
ma, enfatizando as qualidades fundamentais que uma 
função de onda deve possuir para ser uma solução vá-
lida da equação de Schrödinger.  
 
O postulado relacionado com a funça o de onda aponta pa-
ra tre s propriedades especí ficas que devem ser satisfeitas. 
Uma funça o de onda considerada bem-comportada deve 
ser: uní voca,  contí nua e   finita [1].  Estas condiço es  deve-
riam ser o bvias e simplesmente reforçam que as funço es 
de onda na o apresentara o inconsiste ncias.  
 
Na teoria dos conjuntos, uma função e  definida como uma 
relaça o matema tica que associa cada elemento de um con-
junto, geralmente denominado conjunto das variáveis in-
dependentes, por exemplo: x = {1, 2, 3, 4, ...}, a um u nico 
elemento de um segundo conjunto, conhecido como con-
junto das variáveis dependentes, por exemplo: y = {1, 4, 9, 
16, ...}. A relaça o entre os dois conjuntos pode ser expressa 
por uma função, como y = x², em que a cada valor do con-
junto x esta  associado um u nico valor de y. Um valor espe-
cí fico de x na o pode estar associado a dois ou mais valores 
distintos de y.  
 
Considerando a equaça o de Schro dinger, que descreve 
sistemas fí sicos, pode-se estender este conceito. Em uma 
coordenada especí fica x, um sistema qua ntico e  represen-
tado por um u nico estado definido por uma funça o de on-
da (x) em um cena rio independente do tempo. No caso 
dependente do tempo, em coordenadas (x,t), existe apenas 
um estado ( x,t) para cada ponto no espaço e no tempo. 
Isso na o significa que na o haja mu ltiplos estados possí veis 
para o sistema. Em um dado momento e posiça o, uma 
'entidade fí sica' e  representada por apenas uma funça o de 
onda especí fica. 
 
Apo s estabelecer a unicidade das funço es de onda, a conti-
nuidade e  compreendida atrave s da ana lise da equaça o de 
Schro dinger, ilustrada pelas Eqs.9-11. Para que uma fun-
ça o seja soluça o dessa equaça o, ela deve ser diferencia vel, 
ou seja, suas primeiras e segundas derivadas devem existir 
e ser contí nuas no domí nio em questa o. Em contextos em 
que equaço es diferenciais de ordem superior sa o aplica -

veis, as derivadas correspondentes tambe m devem ser 
diferencia veis. Especificamente para a equaça o de 
Schro dinger, as funço es de onda exigem continuidade e a 
possibilidade de calcular derivadas de primeira e segunda 
ordem. 
 
Finalmente, o caráter finito da função de onda esta  intrin-
secamente ligado a  representaça o de sistemas fí sicos. In-
terpretando a funça o de onda como uma amplitude de 
probabilidade, e o produto desta funça o pelo seu comple-
xo conjugado como densidade de probabilidade, e  neces-
sa rio limitar a probabilidade total de localizar o sistema 
em qualquer regia o do espaço a um valor entre 0 e 1 para 
funço es de onda normalizadas, ou entre 0 e uma constante 
para as na o normalizadas.  
 

Definem-se as condiço es essenciais para que uma funça o 
de onda possa representar um sistema qua ntico e reco-
nhece-se que esta encerra todas as informaço es possí veis 
sobre o sistema. Assim, a atença o e  direcionada para a 
extraça o de propriedades fí sicas especí ficas. O terceiro 
postulado da mecânica quântica trata das operações 
matemáticas necessárias para determinar tais propri-
edades. Detalha-se como os operadores mecânico-
quânticos são construídos e as relações particulares 
que estes mantêm com as funções de onda, possibili-
tando a prediça o de valores fí sicos observa veis. 
 
A percepça o de como se pode construir um operador ma-
tema tico e  percebida analisando-se a equaça o de 
Schro dinger. As Eqs.9-11 podem ser generalizadas para 
qualquer sistema tridimensional como: 
 
 
 
(12) 
 
 
ou ainda, considerando o desenvolvimento apresentado 
em texto anterior sobre a equaça o de Schro dinger [9], por: 
 
 
(13) 
 
sendo     uma operaça o que produz a energia cine tica e  
a energia potencial.    
 
Comparando-se as Eqs.12 e 13, nota-se claramente que a 
energia cine tica e  obtida a partir de uma derivada segun-
da da funça o de onda. Por outro lado, a energia potencial 
depende da forma matema tica que a mesma apresenta em 
cada sistema. Nas Eqs.9-11 sa o apresentados tre s exem-
plos especí ficos. Na Eq.9 tem-se que a funça o potencial e  
dada por uma equaça o quadra tica:  
 
 
Na Eq.10 o potencial e  nulo e na Eq.11 tem-se um poten-
cial de atraça o ele tron-nu cleo Coulombico:  
 
 
 

Operadores como terceiro postulado?  
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Independente da forma do potencial, nota-se que os ope-
radores associados com estes potenciais preservam a sua 
identidade cla ssica.  
 
O uso do sí mbolo     e  uma maneira de reforçar que algu-
mas operaço es que definem algumas propriedades sa o 
apenas multiplicativas, mas sa o definidas rigorosamente a 
partir da sua descriça o cla ssica. Pode-se postular que 
possivelmente qualquer operador que dependa das 
coordenadas ou de constantes físicas deva permane-
cer com a mesma representação matemática clássica. 
 
Enquanto os operadores de energia potencial mudam con-
forme a natureza do sistema, o operador de energia cine ti-
ca e  essencialmente o mesmo em qualquer sistema, ou 
seja, uma derivada segunda multiplicada pela constante de 
Planck reduzida e dividida pela massa multiplicada por 
dois. Considerando, a partir da equaça o 12, o caso de uma 
u nica dimensa o, tem-se que a energia cine tica de um siste-
ma deva ser representada por: 
 
 
(14)  
 
Esta igualdade tambe m sugere que qualquer operador 
associado com velocidade ou momento deva ter uma for-
ma diferencial. Utilizando-se a definiça o cla ssica da ener-
gia cine tica, pode-se perceber que: 
 
(15)  
 
 
ou 
 
(16) 
 
Na definiça o cla ssica da energia cine tica na Eq.15 o acento 
que caracteriza um operador foi considerado apenas no 
momento linear, ja  que a massa preserva a sua caracterí s-
tica cla ssica. A Eq.16 sugere pelo menos duas proprieda-
des importantes relacionadas com os operadores. A pri-
meira e o bvia e  que: 
 
 
(17) 
 
 
A segunda e  que um operador pode ser elevado a uma po-
te ncia, ou seja: 

 

(18) 

 
Para definir      extrai-se a raiz quadrada da Eq.17.  

A raiz quadrada de -1 introduz o nu mero i=±√-1 
(imagina rio). Assim, tem-se uma definiça o do operador de 
momento linear, que para uma coordenada q qualquer 
pode ser postulado como: 

 

(19)  

 

A escolha pelo sinal negativo e  definida ao se testar o ope-
rador e compatibilizar os resultados nume ricos com o sen-
tido do momento, ou seja, para que lado essa componente 
do momento aponta. 
 
A partir da Eq.17 pode-se considerar imediatamente que 
um operador elevado a uma pote ncia inteira qualquer 
deva ser representado por: 
 
(20)  
 
Outra propriedade dos operadores que pode ser obtida 
imediatamente da Eq.12 ou 13 e  que se operadores forem 
somados, pode-se aplicar a propriedades distributiva a 
esses operadores, ou seja: 
 
(21) 
 
Esse tipo de relaça o deve ser aplica vel a qualquer nu mero 
de operadores. 
 
Quando se faz uso da propriedade aditiva ou subtrativa, 
pensa-se tambe m na propriedade multiplicativa, como na 
Eq.20. O problema com a propriedade multiplicativa e  
que, lembrando que alguns operadores podem ser defini-
dos em termos de derivadas e outros operadores na o, o 
produto de dois ou mais operadores deve ser visto com 
cuidado, ou seja, para um par de operadores, percebe-se 
que: 
 
(22)  
 

ou 

(23)  
 
No primeiro caso diz-se que os operadores comutam e no 
segundo, na o comutam. As implicaço es da comutaça o ou 
na o dos operadores e  extremamente importante uma vez 
que determina que em uma multiplicaça o de operadores, 
eles na o podem ser aplicados de qualquer maneira. Em 
multiplicaço es de operadores, aquele mais pro ximo da 
funça o de onda deve ser aplicado primeiro, depois o se-
gundo operador mais pro ximo e assim sucessivamente, ou 
seja, no caso de tre s operadores a seque ncia de aplicaça o 
deve seguir a ordem: 
 
 
(24) 
 
Isso evita erros em caso de operadores que na o comutam. 
 
Um exemplo muito simples de operadores que na o comu-
tam e  considerar  
 

Neste caso, pode-se verificar que  
 

(25) 

ou 

 

(26) 

𝐴 𝐵 ψ ≠ 𝐵 𝐴 ψ 
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Uma implicaça o recorrente deste problema relacionado 
com a comutaça o de operadores e  o princí pio de incerteza. 
O exemplo anterior faz lembrar que o operador de mo-
mento linear e  postulado pela Eq.19 e o operador de posi-
ça o e  a pro pria varia vel x, que leva a : 
 
(27) 
 
Heisenberg na o utilizou os operadores de momento e po-
siça o, mas sim, a incerteza no operador de momento e na 
incerteza do operador de posiça o, chegando a famosa 
equaça o: 
 
(28) 
 
Ou na relaça o entre tempo e energia: 
 
(29) 
 
De qualquer forma, o fato de dois operadores na o comuta-
rem indica que os mesmos na o podem ser determinados 
simultaneamente em um experimento. Havera  sempre 
uma interdepende ncia na incerteza de ambas as proprie-
dades. Quando se melhora a resoluça o de uma, se piora a 
da outra e vice-versa.  

Duas outras propriedades podem ser exploradas obser-
vando-se a equaça o de Schro dinger. A Eq.21 mostrou que 
a propriedade distributiva e  aplica vel quando se tem dois 
ou mais operadores. Mas, e se ao inve s de operadores o 
sistema fosse representado por uma funça o de onda que e  
uma combinaça o linear de outras funço es de onda? Em 
outras palavras, considere que a funça o de onda que des-
creve o sistema e  definida em termos de outras ondas co-
mo: 
 
(30)  
 
Esta e  uma situaça o muito comum em tratamento de on-
das cla ssicas. Basta lembrar das se ries de Fourier ou 
Chebyshev ou outras se ries semelhantes [5,10]. No caso da 
meca nica qua ntica aplicada na a rea da quí mica tem-se, por 
exemplo, a teoria de orbitais moleculares, os métodos de 
interação de configurações e uma se rie de outras possibili-
dades. A pergunta que pode ser feita esta  relacionada com 
a propriedade distributiva apresentada na Eq.21 para ope-
radores. A diferença e  que agora sera  considerado um u ni-
co operador sendo aplicado em uma onda como a apresen-
tada na Eq.30, ou seja: 
 
(31)  
 
Os operadores aceitos pela meca nica qua ntica devem obe-
decer a seguinte condiça o: 

 

(32) 

 

Mais propriedades da equação de  
Schrödinger  

Um operador que obedece a Eq.32 e  denominado de ope-
rador linear. Apo s avaliaça o de alguns operadores aplica-
dos em diferentes sistemas, considera-se que e  necessa rio 
postular que todos os operadores em mecânica quântica 
são lineares. Pode-se perceber que os operadores de ener-
gia cine tica e de potencial da Eq.13 ou qualquer outra re-
presentaça o particular da equaça o de Schro dinger sa o 
operadores lineares. A linearidade de um operador as ve-
zes e  reconhecida por declaraço es do tipo “a operaça o 
aplicada na soma e  a soma da aplicaça o da operaça o”. E  
possí vel lembrar de ter ouvido algo como: “a integral da 
soma e  a soma das integrais” ou “a derivada da soma e  a 
soma das derivadas”, o que indica que integraça o e deriva-
ça o sa o exemplos de operadores lineares. Por outro lado, 
exemplos de operadores na o-lineares e que na o devem ser 
utilizados em meca nica-qua ntica sa o raiz quadrada, loga-
ritmos, funço es trigonome tricas, entre outras. 
 
Uma outra propriedade dos operadores que pode ser con-
siderada a partir da equaça o de Schro dinger independente 
do tempo (Eq.7 ou 13) e  o que se conhece como equação 
de autovalores. Uma equaça o de autovalores pode ser re-
presentada genericamente como: 
 
(33) 
 
Esta equaça o indica que o operador Â e  aplicado na funça o 
de onda  e o resultado da operaça o e  igual a uma cons-
tante a multiplicada pela pro pria funça o de onda. A funça o 
de onda desta equaça o e  denominada de autofunção do 
operador Â e a constante a e  denominada de autovalor. O 
autovalor representa o valor me dio da propriedade carac-
terizada pelo operador Â. Pore m, usualmente uma funça o 
de onda na o e  uma autofunça o de um operador. A pro pria 
equaça o de Schro dinger nos mostra isso. Na Eq.7 verifica-
se que a energia total e  uma constante e a respectiva fun-
ça o de onda uma autofunça o do operador hamiltoniano. 
Mas, a Eq.13 mostra que a mesma funça o de onda na o e  
autofunça o do operador de energia cine tica ou do opera-
dor de energia potencial. Se for considerado apenas o ope-
rador de energia potencial, tem-se que: 
 
(34) 
 
Como exemplo, se o operador de energia potencial for 
substituí do pelo operador do oscilador harmo nico dado 
na Eq.9, verifica-se que: 
 
(35)  
 
 
Nota-se que embora a substituiça o tenha produzido a pro -
pria funça o de onda multiplicado por kx2/2, este termo 
depende do valor de x e, portanto, na o e  constante e na o 
temos uma equaça o de autovalores. Para a energia cine ti-
ca ocorre a mesma coisa e raramente se encontra que a 
funça o de onda e  autofunça o deste operador e sua aplica-
ça o na funça o de onda vai gerar uma nova funça o matema -
tica que dependera  das coordenadas espaciais. Pore m, a 
soma da componente de energia cine tica pela componente 
de energia potencial produz uma constante que e  a ener-
gia do sistema. Nesse caso, a energia na o se altera com as 
coordenadas do sistema. Mas, as energias cine tica e poten-
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cial sofrem alteraça o. 
 
Uma pergunta que vem imediatamente a mente e : enta o, 
na o e  possí vel determinar o valor da energia cine tica ou 
potencial quando a funça o de onda na o e  autofunça o des-
ses operadores? A resposta para esta questa o esta  relacio-
nada com um novo postulado. 
 

Considerando a versa o pragma tica da natureza estatí stica 
da meca nica qua ntica, caso na o seja possí vel determinar o 
valor de uma propriedade a partir de uma equaça o de au-
tovalores, pode-se considerar o uso do ca lculo do valor 
me dio. Considere que seja realizado um experimento em 
que uma propriedade a e  repetidamente medida e apre-
senta os valores discretos: a1 aparecendo n1 vezes, a2 apa-
recendo n2 vezes, a3 aparecendo n3 vezes e assim sucessi-
vamente. O valor me dio dessa propriedade sera : 
 
 
(36)  
 
 
Esta e  uma expressa o bem conhecida da média ponderada 
de um conjunto discreto. A Eq.36 pode ser reescrita como: 
 
 
(37) 
 
Sendo: 
 
(38)  
 
a probabilidade de ocorre ncia do i-e simo evento. 
 
Caso a propriedade a seja uma funça o contí nua, o somato -
rio da Eq.37 devera  ser substituí do por uma integral, ou 
seja: 
 
(39)  
 
Pode-se notar que a probabilidade foi substituí da por uma 
funça o  multiplicada pelo elemento de integraça o dx. As-
sim, a probabilidade envolvendo uma funça o contí nua e  
definida por:  
 
(40) 
 
A funça o  e  denominada densidade de probabilidade [1]. 
Em condiço es normais, tendo-se uma densidade de proba-
bilidade, basta multiplicar a propriedade de interesse pela 
Eq.40 e integrar em um intervalo desejado para se deter-
minar o valor me dio daquela propriedade dentro daquele 
intervalo. Em outras palavras, a Eq.39 poderia ser conside-
rada como uma alternativa para o ca lculo de propriedades 
de sistemas qua nticos. O problema e  que a densidade de 
probabilidade em meca nica qua ntica e  determinada pela 
funça o de onda como: 
 
 

Mais um postulado: o teorema do Valor 
Médio  

 
(41) 
 
Se a propriedade a for convertida em um operador Â e 
este for uma derivada chega-se em uma expressa o do tipo: 
 
 
(42)  
 
 
 
que na o funcionara  adequadamente. 
 
Uma alternativa que deve ser postulada como uma versa o 
do teorema do valor me dio e  considerar que qualquer pro-
priedade podera  ser determinada empregando-se a equa-
ça o: 
 
(43) 
 
Esta equaça o esta  sendo postulada de forma geral e consi-
dera tambe m os casos em que a funça o de onda na o esta  
normalizada. 
 
Assim, uma vez definido um operador meca nico qua ntico, 
pode-se obter o valor da respectiva propriedade associada 
a uma funça o de onda empregando-se: a) a equação de 
autovalores ou b) o teorema do valor médio.  
 
A Eq.43 e  normalmente caracterizada como uma represen-
taça o de um dos postulados, enquanto a Eq.33 correspon-
de a uma das propriedades associadas a determinadas 
funço es de onda em relaça o a alguns operadores. E  impor-
tante observar que o autovalor da Eq.33 e  tambe m um 
valor me dio. Substituindo-se a Eq.33 na Eq.43 tem-se: 
 
 
(44)  
 
 
Dado que tanto as funço es de onda quanto os operadores 
em meca nica qua ntica podem assumir valores imagina -
rios, uma propriedade adicional emerge da ana lise de ope-
radores representados em forma matricial. Em contextos 
em que os valores complexos dessas matrizes sa o estima-
dos, e  importante considerar a operaça o de tomar o com-
plexo conjugado dos elementos de uma matriz e a opera-
ça o de transposiça o, que consiste em trocar os elementos 
das linhas pelas colunas correspondentes. Quando essas 
duas operaço es sa o realizadas consecutivamente — com-
plexo conjugado seguido de transposiça o —, o resultado e  
uma classe especial de matrizes conhecidas como matrizes 
hermitianas ou auto-adjuntas. Matrizes hermitianas sa o 
matrizes quadradas que possuem a propriedade de serem 
iguais a  sua pro pria conjugada transposta, ou seja, A=A†, 
em que A† denota a conjugada transposta de A. Esta pro-
priedade assegura que, ao diagonalizar a matriz A, todos 
os autovalores resultantes sera o reais, o que e  uma condi-
ça o necessa ria para os operadores que representam ob-
serva veis fí sicas em meca nica qua ntica, pois os resultados 
das mediço es devem ser valores reais. 
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Em meca nica qua ntica, um operador e  denominado de 
hermitiano quando apresenta a seguinte propriedade: 
 
 
(45) 
 
Operadores que satisfazem esta relaça o produzem valores 
reais para as respectivas propriedades representadas por 
Â.  
 
Para simplificar, pode-se considerar inicialmente que as 
funço es de onda 1 e 2 sa o iguais. Assim, para um operador 
Â hermitiano e  uma autofunça o desse operador com 
autovalor a, a Eq.45 sera  escrita como: 
 
(46) 
 
Tomando-se a Eq.33, multiplica-se os dois lados pela fun-
ça o de onda conjugada e integrando-se sobre todo espaço 
tem-se: 
 
(47) 
 
 
Tomando-se agora o complexo conjugado de cada elemen-
to da Eq.33, tem-se: 
 
(48) 
 
e multiplicando-se os dois lados por  e integrando-se, 
obte m-se: 
 
 
(49) 
 
 
Considerando-se a definiça o de operador hermitiano dada 
pela Eq.45 conclui-se que as expresso es a  esquerda das 
Eqs.47 e 49 devem ser iguais e, portanto: 
 
(50) 
 
Como as integrais sa o iguais, verifica-se que: a=a*. Conse-
quentemente, para que a seja igual ao seu complexo conju-
gado, a deve ser real. Este resultado assegura que qual-
quer propriedade fí sica, representada por um operador 
hermitiano, correspondera  a uma grandeza observa vel e 
mensura vel fisicamente. 
 
Para duas funço es de onda distintas, ψ1 e ψ2 , que sa o auto-
funço es de um operador Â qualquer, ou seja: 
 
(51)  
 
e 
 
(52) 
 
Aplicando-se o complexo conjugado na Eq.51 e lembrando 
que a1 e  real, tem-se: 
 
(53) 
 

𝑎  𝜓∗𝜓𝑑𝜏 = 𝑎∗  𝜓∗𝜓𝑑𝜏 

Multiplicando-se esta equaça o por ψ2 e integra-se sobre 
todo espaço obte m-se: 
 
(54)  
 
Agora, multiplicando-se Eq.52 por ψ1* e integrando-se 
sobre todo espaço obte m-se: 
 
(55) 
 
Por definiça o de operador hermitiano (Eq.45), a Eq.54 e  
igual a Eq.55. Consequentemente: 
 
(56) 
 
ou seja: 
 
(57) 
 
Esta expressa o e  satisfeita quando:  
 

a)                                                                                   e     
 
b) a1=a2                        ou  
 
c) ambas simultaneamente.  

 
Quando a integral do caso (a) for igual a zero diz-se que as 
funço es ψ1 e ψ2 sa o funções ortogonais. Na o ha  sobreposi-
ça o entre elas. Caso as duas funço es de onda distintas 
apresentem autovalores iguais, a1=a2=a, diz-se que as au-
tofunço es pertencem a estados degenerados, ou seja, apre-
sentam o mesmo autovalor. Neste caso, as funço es de onda 
na o necessariamente sa o ortogonais.  
 
Se Âψ1=a1ψ1 e Âψ2=a2ψ2 enta o qualquer combinação linear 
de  ψ1 e ψ2  tambe m sera  soluça o da equaça o de autovalo-
res. Assim, pode-se expressar uma nova funça o de onda 
atrave s da combinaça o: 
 
(58) 
 
Os coeficientes de combinaça o linear c1 e c2 podem ser 
escolhidos de tal maneira que esta funça o de onda ψ1’ seja 
ortogonal a ψ1 e ψ2 ou a uma segunda combinaça o linear 
obtida com diferentes coeficientes. Estes métodos de     
ortogonalização sa o extremamente importantes e u teis e 
sa o constantemente utilizados em qualquer tratamento de 
diferentes estados em meca nica qua ntica. 
 
A possibilidade de criar funço es de onda como uma combi-
naça o linear de duas funço es de onda arbitra rias e conhe-
cidas pode ser generalizado para qualquer nu mero de fun-
ço es. Na a rea de quí mica e  comum construir-se orbitais 
moleculares como uma “combinação linear de orbitais  
atômicos”. Qualquer funça o de onda arbitra ria pode ser 
obtida como uma expansa o de um conjunto de funço es 
ortonormais ou na o. Da mesma forma que em geometria 
euclidiana se define uma base no espaço ortogonal ou  
linearmente independente  
 
 

𝑎1  𝜓2𝜓1
∗𝑑𝜏 = 𝑎2  𝜓2𝜓1

∗𝑑𝜏 
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para representar um vetor qualquer como uma combina-
ça o linear dos elementos dessa base,  
 
 
pode-se utilizar o mesmo princí pio para definir uma fun-
ça o arbitra ria atrave s de uma combinação linear de fun-
ções, comumente denominadas de funções de base. A ana-
logia com propriedades vetoriais euclidianas e  u til, mas 
deve ficar claro que se trata de um recurso dida tico. Um 
aprofundamento desta questa o leva a uma estrutura mais 
complexa desenvolvida em um espaço conhecido como 
espaço de Hilbert. Uma discussa o preliminar sobre combi-
naça o linear em problemas de estrutura eletro nica pode 
ser encontrada na refere ncia [11]. 

O conceito de spin do ele tron e  introduzido na meca nica 
qua ntica na o relativí stica por meio de um postulado fun-
damental. Comumente, o quinto postulado nos livros dida -
ticos afirma que o ele tron possui um momento magne tico 
inerente, conhecido como spin. Este feno meno demanda a 
representaça o por meio de uma coordenada em um espa-
ço abstrato e a associaça o com uma funça o de onda corres-
pondente. Os operadores que atuam sobre estas funço es 
de onda de spin sa o usualmente introduzidos como um 
sexto postulado, formulados por analogia com as proprie-
dades do momento angular cla ssico [1]. 
 
A validaça o dos operadores de spin e das respectivas fun-
ço es de onda repousa em so lida evide ncia experimental. 
Dessa forma, as definiço es e postulados relacionados ao 
spin, conforme apresentados em textos anteriores, man-
te m-se va lidos. Embora uma extensa o destes conceitos 
para outras partí culas seja concebí vel, tal generalizaça o 
demanda uma discussa o mais ampla e sera  reservada para 
um tratamento posterior. 
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