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analitica e numericamente em texto recente através da equacdo de
Schrodinger. A alteragdo da forma da caixa ndo s6 modifica a solu¢do da
equacdo de Schrodinger, mas produz maneiras diferente de abordar o

problema da particula na caixa e introduz novos desafios matematicos. O
nivel de complexidade da equacdo de Schrodinger pode sofrer alteracdes

Palavras-chave:

significativas com o sistema de coordenadas utilizado. No caso das coor-

denadas polares, uma consequéncia imediata corresponde ao apareci-

Particula no anel

Equacdes diferenciais
Transformagdo de coordenadas
Coordenadas polares

Equacdo de Schrodinger

mento natural de degenerescéncia orbital, compativel com a descri¢io de
determinados sistemas moleculares, tais como os elétrons pi do anel de
benzeno. Outro aspecto importante é que a particula no anel corresponde
a parte da solucdo da equacdo de Schrodinger para, por exemplo, o rotor
rigido e o 4tomo de hidrogénio. O presente texto aborda alternativas para

a resolucdo da equacdo de Schrodinger para o sistema circular mais sim-
ples, a particula no anel.

Introducao

Em disciplinas introdutérias de mecanica quantica, apos a
apresentagdo dos postulados [1] inicia-se uma série de
aplicagdes da equagdo de Schrodinger em problemas de
crescente nivel de complexidade. Um dos primeiros
exemplos é o da particula na caixa unidimensional [2],
bidimensional e/ou tridimensional em coordenadas car-
tesianas. A vantagem desses sistemas € a relativa simpli-
cidade da solugao da equacdo de Schrodinger com a au-
séncia de uma funcio potencial, restringindo a completa
liberdade de movimento sem a acdo de qualquer poten-
cial dentro da caixa. Na sequéncia usualmente se tratam
movimentos ndo-lineares para se chegar na solucao do
rotor rigido e, posteriormente, o &tomo de hidrogénio. O
rotor continua sendo um sistema sem qualquer inclusio
de uma funcio potencial, enquanto o atomo de hidrogé-
nio considera a energia de atra¢do nuclear. Porém, a mu-
dang¢a dos movimentos lineares para circulares introduz
formas de representagdo matematica que levam alunos a
considerar os sistemas mais complicados e dificil de en-
tender ou mesmo memorizar. O presente texto explora
alguns dos conceitos envolvidos na representacdo quanti-
ca de um sistema circular muito simples, a particula no
anel.

Antes de iniciar a descrigdo quantica da particula em um
anel é interessante estabelecer uma relagdo entre o movi-

mento linear e o movimento circular em seus conceitos
fundamentais. Embora a denominagao fisica sofra alguma
alteracdo, as expressoes matematicas que definem as pro-
priedades elementares sdo essencialmente as mesmas,
como pode ser observado na tabela a seguir [3]:

Movimento Linear Movimento Angular

Distancia, x Angulo,f

Velocidade, Vi=(dx/dt) Velocidade angular, V,=(d,/dt)

Aceleracdo, ax=(d2x/dt2) Aceleracdo angular, ax=(d?@/dt2)

Mass, m Momento de inércia, I = mr?

Momento linear, px=mvx Momento angular, L=IV,

Energia cinética, T=px2/2m  Energia cinética, T=L2/21

Forca Torque

Portanto, embora as caracteristicas do sistema ou da dina-
mica classica/quantica sejam diferentes, as defini¢cdes
matematicas sdo idénticas e dependem apenas das varia-
veis envolvidas, em outras palavras, do sistema de coorde-
nadas empregado. A partir da associacdo das proprieda-
des angulares com as melhor conhecidas propriedades
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lineares, pode-se iniciar a analise de um sistema circular
na visdo da mecanica quantica e classica: o movimento
circular de uma particula ou a representagdo quantica da
particula no anel.

E importante mencionar que apesar da constante apresen-
tacdo da solucdo da particula na caixa em coordenadas
cartesianas, a particula no anel é negligenciada ou mesmo
ndo apresentada aos alunos ou ainda ndo estabelecida a
associacdo deste sistema com o rotor rigido ou o atomo de
hidrogénio [4]. Um exemplo recente da sua aplicacdo na
descricdo de efeitos especificos das ligacdes pi do anel de
benzeno foram discutidos em artigo por Sola e Bicke-
lhaupt [5]. Nesse artigo, os autores chamam a atencdo pa-
ra a descricdo aceitavel da nuvem pi através da particula
no anel e sua associacdo adequada com a energia de esta-
bilizagdo de ressonancia e as regras de Hiickel e Baird,
frequentemente mencionadas em quimica organica.

A particula em um anel

A energia de uma particula com massa m em movimento
circular no plano xy sem sofrer o efeito de nenhum poten-
cial pode ser descrita pela energia cinética (T) como:

m 1
TZE[V)%+V3]=E[p)2(+p§] eq.1

Para a representacdo quantica, existem duas sequéncias
para a descrigdo mecanica deste sistema. Pode-se constru-
ir o operador hamiltoniano a partir da eq.1 e posterior-
mente efetuar uma transformacdo de coordenadas ou
efetuar uma transformacgdo de coordenadas conveniente e
posteriormente construir o operador hamiltoniano. Com o
operador hamiltoniano, pode-se resolver a equacdo de
Schrodinger independente do tempo, [1,2]. A escolha por
qualquer uma das alternativas é apenas uma questao de
conveniéncia baseada na busca pelo caminho mais sim-
ples para se construir e resolver a equag¢do de Schrédin-
ger. Pode-se observar que a escolha do caminho produz
resultados que levam ao aprendizado de conceitos impor-
tantes e devem ser explorados, se ndo como exercicio, co-
mo avaliagdo mais profunda do quadro fisico que pode ser
adquirido.

Considerando o primeiro caminho, o operador hamiltonia-
no em coordenadas cartesianas a partir da eq.1 sera es-
crito como (ver ref. [2]):

h? [ 0% 92
T | Ly 2 g2
2m [axz ayz] d
Uma vez que o movimento é circular, convém realizar uma
transformacao de coordenadas cartesianas (xy) para coor-
denadas polares ou plano polares (r,¢) (Apéndice 1). Nes-
te sistema de coordenadas a eq.2 passa a ser escrita como:

TP 16( AN
" 2mlror rﬁ)

1 92

Mantendo-se a drbita circular com raio constante (r¢), o
operador hamiltoniano sera simplificado para:

h?  d?

T=-——
2mr2 d¢?

eq. 4

0O termo no denominador acima, I=mr¢?, é conhecido como
momento de inércia. A equagdo de Schrodinger a ser resol-
vida para esse sistema sera entdo escrita como:

h? d*¥ ()
21 dgp?

Rearranjando, esta equagio sera escrita como:

=E¥(¢d) eq.5

d?¥ () 2IE
T‘)Z = — Flp(q)) €q. 6

Analisando-se esta equagdo, verifica-se que diferentes
solu¢des podem ser consideradas. A equagdo esta indican-
do que as fun¢des de onda que podem ser utilizadas satis-
fazendo a igualdade dada pela eq.6 sdo expressdes mate-
maticas que derivadas duas vezes produzam como resul-
tado a prépria funcdo de onda multiplicada por uma cons-
tante. Possiveis expressdes que satisfazem essa condigdo
sdo funcdes do tipo: sen(k¢), cos(kd), exp(kd), combina-
¢Oes de sen e/ou cos e uma série de outras alternativas. A
escolha adequada é definida considerando uma avaliacdo
de conveniéncia, simplicidade e rigor matematico. A possi-
bilidade adotada na presente resolucio sera:
Y(p) =e™®  eq.7

Para resolver a e(.6 e determinar o valor da constante m;
deve-se determinar quais sdo as condi¢cées de contorno a
serem utilizadas para resolver a equagdo. Diferente da
resolucdo da particula na caixa [2], a condigdo de contorno
sera uma condigdo de continuidade que determina que a
funcdo de onda em um angulo ¢ qualquer devera ter o
mesmo valor apés completar um ciclo completo de 27, ou
seja:

Y(p) =¥(p +2m) eq.8

Uma vez que a fun¢ido de onda tentativa foi definida pela
eq.7, verifica-se que:
eim1¢:eim1(¢+2n):eim1¢eim12n eq. 9

Pode-se observar que a exponencial dependente de ¢ sera
cancelada com a igualdade mostrada nesta equacgdo. As-
sim, somente a exponencial a direita da eq.9,

1= eimﬂn

sera preservada. As fung¢des exponenciais imaginarias po-
dem ser substituidas pela igualdade de Euler, ou seja:

eM2™=1= cos(m,;2m) +isin(m,;21)

eq.10

Para que esta equacdo seja satisfeita, m; deve ser um nu-
mero inteiro positivo ou negativo, ou seja, m;= 0, £1, £2, ...
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Derivando-se duas vezes a funcdo apresentada na eq.7 e
comparando-se o resultado com a eq.6, verifica-se que:

Através desta equagdo pode-se isolar a energia do movi-
mento circular com raio constante como:

_mlzhz_mlzhz 12
“T20 gma A

Com isto, a resolucdo da equagdo de Schrodinger indica
claramente que o movimento circular produz energias
quantizadas. Um outro aspecto importante esta no fato do
valor do nimero quéntico m; apresentar valores positivos
e negativos. Porém, deve-se observar que na eq.12 o valor
de m; é elevado ao quadrado, o que produz dois valores de
energia idénticos com os dois valores de m; com sinais
opostos. Em outras palavras, a particula no anel apresenta
uma degenerescéncia, que permite o seu uso para repre-
sentar mais adequadamente sistemas que apresentam
esta propriedade eletronica, como mencionado na refe-
réncia [5].

Por outro lado, a fun¢do de onda definida pela eq.7 preci-
sa ser normalizada. A normalizagido desta fun¢do de onda
sera avaliada multiplicando-se a eq.7 por uma constante N
[2], ou seja:

Y(dp)=Ne™® eq.13
Este fator N corresponde ao fator de normalizagdo, que

mantém a probabilidade do sistema entre 0 e 1, e é deter-
minado por:

21

2m
1= [ W @w@)de =N [ emmeemivag =
0 0

2m

= N2 dd = N?2m  eq.14

0

Assim, isolando-se N verifica-se que sera igual a
N=+1/V2m

e a funcdo de onda normalizada sera definida como

(L)

O fator de normalizacdo da eq.15 foi definido arbitraria-
mente com o sinal positivo. Apesar da escolha do sinal ndo
proporcionar alteragdes além da fase da fungdo de onda,
sera verificado mais abaixo que a escolha do sinal do fator
de normalizacido em determinadas circunstancias pode ser
fundamental para a manutencdo da coeréncia do calculo
de determinadas propriedades fisicas.

1/2
eim|¢

eq.15

‘Um outro procedimento

Pode-se agora considerar a segunda maneira de resolver o
problema da particula no anel através da definicao classi-

ca de energia cinética, transformacdo de coordenadas na
eq.1 e posteriormente construir o operador hamiltoniano.

A velocidade de um objeto em movimento circular pode
ser submetida a transformag¢do de coordenadas cartesia-
nas para coordenadas polares convertendo as componen-
tes de velocidade vy e v, em termos de uma componente
radial (v;) e uma componente angular (v,). Esta transfor-
macio é obtida empregando-se a regra da cadeia ou mate-
maticamente:

dx drdx d¢ dx
T4t dtdr ' dtd
dy drdy do¢dy
Wodt T dtdr | dt dg

VX
eq.16

Nesta equacdo pode-se identificar a velocidade radial
(vi=dr/dt) e a velocidade angular (vy,=d¢/dt). As outras
derivadas sdo determinadas pelas transformagoes entre os
dois sistemas de coordenadas (Apéndice 1). Consideran-
do que o raio é constante, as velocidades radiais sdo iguais
a zero, uma vez que ndo apresentam qualquer variagido
durante a rotagio, o que leva as componentes de velocida-
de a serem escritas como:

dx
dt

Vy=——=-vgrsend
eq.17

y
V,=——=V4I'COS
=g Vereos®

Substituindo-se as componentes cartesianas da eq.17 na
eq.1 tém-se:

1 1
Erp=3 mvgr?(sen’dp+cosid)= 5 mvir?  eq.18

Esta equagdo pode ser escrita utilizando-se a definicdo
mencionada acima de momento de inércia, I=mr¢?, como:

1
E o= Evil eq.19

O produto da velocidade angular pelo momento de inércia
corresponde a outra grandeza conhecida como momento
angular (L=v,l). O momento angular é uma propriedade
vetorial com direcdo perpendicular ao plano em que a ro-
tagdo é realizada. Neste caso em particular, considerando
que o movimento ocorre no plano xy, o vetor momento
angular estara orientado perpendicularmente a este plano
e deve apontar no sentido positivo ou negativo do eixo z
(Fig.1). Utilizando a definicdo de momento angular, a
eq.19 sera escrita como:

Esta representacdo classica da energia de rotacdo no anel
define a fun¢do hamiltoniana que devera ser convertida no
respectivo operador mecanico-quantico a ser utilizado na
equacdo de Schrodinger. [1] Porém, uma vez que se trata
da descrigao fisica do mesmo sistema, o operador hamilto-
niano obtido a partir da eq.20 deve ser o mesmo utilizado
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na eq.5. Comparando-se as duas equacdes pode-se conclu-
ir que para o movimento circular no plano xy o operador
momento angular ao quadrado [1] sera igual a:

d2
2__32
ST

Uma segunda conclusdo importante a ser obtida compa-
rando-se os dois procedimentos para construcdo da equa-
¢do de Schrodinger é que substituindo a expressao para a
energia do movimento circular (eq.12) e a defini¢cdo do
operador de momento angular (eq.21) na eq.5 pode-se
verificar que o autovalor do momento angular ao quadra-
do sera:

eq.21

ILI?=mZh? eq.22

Em outras palavras, a quantizagdo do movimento circular
corresponde a quantizagdo do momento angular. A norma
ou moédulo do vetor momento angular pode ser estimada
através do numero quantico m; como

|f|=mlh

ou seja, a horma do vetor momento angular é definida co-
mo um multiplo de h e esta orientado, neste caso, perpen-
dicularmente ao plano xy no sentido positivo ou negativo
Na solugao do rotor rigido e do &tomo de hidrogénio a ori-
entacdo do momento angular é definida por outro nimero
quantico e o nimero quantico m; estara restrito a projecao
deste vetor momento angular em relacdo ao eixo z.

Um aspecto interessante associado com a fun¢io de onda
definida pela eq.13 é que ao invés de utilizar a defini¢cdo
em termos de uma func¢do exponencial complexa, pode-se
utilizar a igualdade de Euler e escrever a eq.15 como:

1/2

{cos(|my|¢) tisen(jmy|dp)} eq.23

-2

Esse tratamento é conveniente e empregado em determi-
nadas circunstancias, tais como a analise dos orbitais do
atomo de hidrogénio.

Fazendo-se a soma ou a diferenca entre as fun¢des de onda
obtidas com mesmo valor do médulo de m;,

()=

e

obtém-se duas fun¢des de onda alternativas:

= |
o) Ccos(Iml) isen(jmi|¢)}2

Nl —

{cos (Imy|¢p)tisen(|m|P)}

11172
@) = (5)  2cos (mil)
1 eq.24
1\2
@) = (52) 2isen(imld)

Estas duas fun¢des de onda necessitam ser renormalizadas
e as duas novas fungdes de onda assumem uma represen-

tacdo completamente real e outra completamente imagi-
naria. Depois da normalizagdo, o nimero complexo i é des-
cartado, produzindo duas fung¢des reais normalizadas sob
a forma:

¥ (§) = i&] cos(| m, | )

eq.25

¥ (§)= i(lj sin( m, | §)
T

0 uso da representacdo da fun¢do de onda dada pela
eq.15 deve ser equivalente ao da eq.25, mas verifica-se
que a primeira foi definida em um espaco numérico real e
a segunda em um espac¢o imaginario.

Como mencionado anteriormente, ao descartar-se o nu-
mero complexo i, estd sendo alterado apenas um fator de
fase da onda. A escolha do sinal do fator de normalizacao
neste caso deve ser feita de tal forma que seja preservada
a coeréncia com as propriedades de momento angular
obtidas com a fun¢do de onda da eq.15.

Aplicando-se o operador de momento angular definido
pela eq.21 nas fun¢des de onda dadas pela eq.25, verifica-
se que se os sinais das duas fun¢des de onda forem positi-
vos ou negativos tem-se que os dois autovalores do opera-
dor de momento angular serdo ambos positivos ou negati-
vos. O momento angular obtido com a fun¢do de onda ima-
ginaria (eq.15) indica que existem duas componentes com
sinais opostos de momento angular, como indicado pela
Figura 1.

Figura 1. Duas possibilidades de orientagdo do momento angu-
lar.

Usualmente quando se pretende construir um grafico da
funcdo de onda ou de sua densidade probabilidade costu-
ma-se considerar as coordenadas cartesianas. As fung¢des
de onda definidas pela eq.25 sdo dependentes da coorde-
nada ¢ e, por conveniéncia, ao invés de considerar-se a
transformacdo de coordenadas polares para cartesianas e
construir-se o grafico neste ultimo sistema de coordena-
das, é interessante chamar a atencdo para a utilizacdo do
espago polar. A Figura 2 mostra a representacdo grafica da
funcdo de onda representada pelo seno para alguns valo-
res de m;.
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Figura 2. Graficos da fun¢do de onda /1/xsin(|m, | )
da particula no anel com:
a)m=0,b)m=1,c)m=2ed)m=3

Outras informacgdes

0 exemplo tratado acima demonstra que a simples mu-
danca do sistema de coordenadas pode tornar um proble-
ma considerado trivial em disciplinas de mecanica quanti-
ca em elaborados processos matematicos que exigem o
conhecimento aprofundado de novos conceitos. A escolha
do sistema de coordenadas é feita por conveniéncia e para
atingir uma representacio matemadtica que possa ser re-
solvida de forma analitica ou o mais rigoroso possivel. O
leitor interessado em estender o tratamento da particula
na caixa pode considerar a aplicacdo da equacdo de
Schrodinger em problemas mais elaborados, como a parti-
cula em uma superficie esférica ou em um cilindro ou
mesmo a particula em uma caixa triangular. E surpreen-
dente como uma pequena alteracdo na geometria da caixa
ou no sistema de coordenadas modifica significativamente
aresolucdo da equacdo de Schrodinger.
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Apéndice 1: Sistema de Coordenadas
Polares

y r cos(9)

(¢p)uasa

X

Transformagdo de coordenadas polares para cartesianas:

rcosd

=
Il

rsind

-
Il

Al

Transformacdo de coordenadas cartesianas para polares:

b 5

F=afxT 4y

»
'L x#0
X

G=tan"

A2
Transformacio de derivada primeira em coordenadas car-
tesianas para polares:

& o &0 & sing o
—=——4+——=cosp— — —
x oxar oxod a  r 8
0 0o, o0 gl o5t
oy oyer oy o r &

A3

Transformacio de derivada primeira em coordenadas po-
lares para cartesianas:

x 0

= 4=
or dréx drdy réx rey
e &xad ové 5] e
_:__+__:—y_+x_
op opox opoy

8
LY

A4
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Elemento de 4rea Cartesiano:

cﬁ:d,mip oL XKD, 0L yLD
A5
Elemento de area Polar:
dt=rdrddp 0<r<»0<p<2n
A6
Transformagio de derivada segunda em coordenadas cartesianas para polares:
a2 -~
é ¢ sing ¢ ¢ sing &
—7=| cosd ‘—¢T °°S¢—‘—¢T =
ox od r oo
b} . . o) .2 . b} ) o)
5, C° cosfpsing & cospsing &° sin"¢p & cospsing &°  sin"¢ &°
=c0s" g~ +2—— % >+ P ot AT
or r r cred r o or r cdor RG]
~2 -~ -~
é cos¢ ¢ cos¢ ¢
- = smq)—+ ¢ ¢—+ ¢—
~ 2 - -~
oy or o oo
= sin? o 2cos(I)sin(j) ¢ coshsing &° +cos‘c|) %) +cos(|)sin¢) cos” ¢ &°
= 2 2 . > T a2
or- re b r créd r o or r cder T oo
A7
0 laplaciano em duas dimensdes em coordenadas cartesianas
et ¢ & 106, 18
P I Tl Hiewi i ey
ox® oyt ot ror r-éd
A8
O laplaciano em duas dimensdes em coordenadas polares
o) b o) o)
¢ ¢ ¢ 1¢ 1 ¢
—St—==-=t-—t5=
éx® ¢oy° o rar rood
A9

Rev. Chemkeys, Campinas, SP, v.4, e022005, 2022 - ISSN 2595-7430.




