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A natureza da luz é o ponto de partida de uma discussdo académica que
resultou no desenvolvimento da mecanica quantica: a luz seria uma
entidade fisica que apresenta carater de onda ou particula? Estudo
sistematico das propriedades da luz puderam ser explicados ora
considerando a luz como se manifestando como onda e ora como
particula. Essa dualidade foi utilizada para explicar a natureza de
qualquer corpo material. A consequéncia foi a necessidade do
desenvolvimento de leis mecanicas que conciliassem o carater de onda e
particula para qualquer sistema fisico. Este artigo discute os aspectos
mais importantes associados com algumas das evidéncias do carater
onda-particula da luz e a formulacdo inicial desenvolvida por
Schrédinger.

Equacdo de Schrodinger

Introducao

A compreensio da natureza das propriedades de atomos,
moléculas e sistemas mais complexos estad diretamente
relacionada com a distribui¢do e o comportamento das
entidades microscopicas que os constitui. Diversas
evidéncias experimentais sugerem que a estrutura de
atomos e moléculas ndo pode ser explicada por
principios baseados na Mecdnica Cldssica. Fendmenos
relacionados ao universo atomico dependem das
descri¢cdes provenientes do que se denomina Mecdnica
Qudantica. Uma das maneiras de se compreender a
diferenca fundamental desta ultima em relagdo a
mecanica classica, estd no fato de que toda informagio
ou modelagem de qualquer sistema apresenta carater
estatistico associado a uma func¢ido de onda que descreve
0 mesmo.

Por que esta concepgio fisica do universo é importante
para a Quimica? Por uma razio muito simples. A teoria
atdmica foi adotada originalmente pelos quimicos como
um modelo conveniente capaz de explicar e prever
propriedades da matéria e suas transformacdes. Nossa
compreensdao do que ocorre na natureza depende de
informacdes como: a natureza das ligagbes quimicas,
fendmenos espectroscopicos, reatividade molecular,
velocidade de reagdes e diversas outras propriedades.

Portanto, é necessario que se tenha um conhecimento
razoavel de modelos que representem a estrutura da
matéria da melhor maneira possivel para que previsoes
de efeitos ainda ndo observados sejam feitas. A previsio
de fendmenos e o controle rigoroso da obtenc¢io dados é
a esséncia de boa parte do conhecimento cientifico.

A aplicacdo das leis da mecanica quantica em Quimica
originou o que se denomina de Quimica Qudntica. Na
verdade, sdo as leis da Mecdnica Qudntica aplicadas ao
estudo das propriedades da matéria com a finalidade de
permitir a identificacdo de fatores que determinem o
comportamento fisico-quimico da matéria. Neste sentido,
este texto resume alguns dos conceitos mais importantes
dessa teoria quem tem permitido esclarecer e prever
informagoes essenciais sobre a natureza da matéria.

A natureza onda-particula da luz

Um dos eventos mais interessantes da natureza é a
existéncia da luz. Embora seja algo facilmente percebido
pelo sentido da visdo, a caracterizacdo dessa “substancia”
chamou a atengdo de sabios de todas as épocas. Filésofos,
como Platdo, acreditavam que a luz era emitida pelos
olhos e a presenca de objetos correspondia a interacdo
dessa emissdo com o objeto. Outros acreditavam que a

Rev. Chemkeys, Campinas, SP, v.3,e021001, 2021 - ISSN 2595-7430.

*Autor para contato


mailto:rogerct@unicamp.br
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

luz era emitida por objetos especificos e que a interagdo
desta luz refletida na superficie dos mesmos permitia ter
a experiéncia visual. Mesmo com hipoteses razoaveis ou
mesmo absurdas dificilmente ouviam-se sugestdes que
confirmassem a natureza da luz, ou seja, do que ela é
feita.

Um dos primeiros trabalhos sistematicos para
caracterizar propriedades da luz foi feito por Isaac
Newton. Em um de seus trabalhos, intitulado Optica,
publicado em 1704, baseado em experimentos de
dispersdo da luz branca por um prisma sugere que ela
seja constituida por uma composicdo de cores. Nesse
trabalho, Newton também caracteriza a natureza
geométrica da trajetdria da luz. Reconhecendo os limites
das informacdes possiveis de serem obtidas na época
Newton evita especular a natureza da luz, restringindo-se
a analisar algumas das suas propriedades. Porém, sugere
que talvez a luz seja constituida por algum tipo de
particula microscépica.

Diferentes fendmenos dpticos analisados posteriormente,
essencialmente efeitos de difragdo e interferéncia,
proporcionaram evidéncias de que a luz deveria ser
caracterizada como uma onda eletromagnética. Onda ou
radiacdo eletromagnética, como o préprio nome sugere,
corresponde a ondas constituidas por campos elétricos e
magnéticos oscilantes e perpendiculares entre si como o
representado na Figura 1.

. = Comprimento de onda

/ Amplitude

Campo magnigico oscilante

Campo elétrico nscilante X

Figura 1. Representacdo de uma onda eletromagnética.

Trés das propriedades caracteristicas dessas ondas sdo: o
seu comprimento de onda A (a distancia entre dois maxi-
mos ou minimos sucessivos), a frequéncia v (nimero de
maximos ou minimos que passa por um determinado
ponto por unidade de tempo) e a amplitude da onda (a
altura da onda em relagao a origem). O produto do com-
primento de onda pela frequéncia da radiacdo é igual a
velocidade c de propagacdo, ou seja, Av=c.

Um dos mais importantes experimentos demonstrando a
natureza ondulatéria da luz foi realizado em sessao
solene da Royal Society de Londres por Thomas Young
em 1803. Embora o experimento original tenha sido rea-
lizado de forma diferente, a forma comumente encontra-
da na literatura é conhecida como o experimento de dupla
fenda ou experimento de Young. A Figura 2 corresponde a
uma representa¢do esquematica em que luz monocromd-

tica, ou seja, com um Unico comprimento de onda, atinge
um anteparo com dois orificios produzindo um padrao
de linhas claras e escuras, denominado de franja de
interferéncia. Este padrao foi explicado por Young como
o resultado do processo de sobreposicdo de ondas. Para
as regides de maxima intensidade sugere-se que as ondas
luminosas cheguem em fase (Figura 3.a), ou seja, o
maximo de uma onda coincide com o maximo da outra e
vice-versa. Nos casos em que a intensidade é nula,
sugere-se que as ondas atingem a mesma regido fora de
fase (Figura 3.b), ou seja, 0 maximo de uma onda coincide
com o minimo da outra e vice-versa. O primeiro caso
denomina-se de interferéncia construtiva e o segundo
como interferéncia destrutiva.

Figura 2. Experimento de dupla fenda de Young: interferéncia
de ondas.
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Figura 3. Interferéncia de ondas: a) construtiva e b) destrutiva.

Apesar do experimento de Young caracterizar luz como
sendo algo que apresenta carater ondulatério, a fisica
classica foi incapaz de explicar adequadamente outros
experimentos envolvendo luz, dentre eles: a distribuicdo
de frequéncias de radiagcdo emitida por um objeto incan-
descente.

Depois de realizar profundos estudos sobre esse fenome-
no e de esgotar as alternativas de utilizar os conceitos
classicos ondulatérios, Max Planck propdés em 1900 a
possibilidade de que a luz emitida nestas circunstancias
pudesse ser representada por pacotes de energia, o quan-
tum de energia ou fdéton [1]. Esta hipdtese revolucionaria
para a época foi a tnica alternativa capaz de conciliar um
modelo tedrico ao comportamento observado no espec-
tro de energia emitido por corpos incandescentes, tam-
bém conhecido como radia¢do do corpo negro. Embora o
proprio Planck ndo considerasse aceitavel a sua hipétese
de quantizac¢do de energia, a concordancia entre os resul-
tados calculados com os dados experimentais era tdo
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surpreendentemente, que decidiu publicar o seu modelo
acreditando que alternativas mais apropriadas pudessem
ser obtidas no futuro. Nascia, assim, a teoria qudntica.

Planck postulou que o quantum de energia (¢) dependia
apenas da frequéncia da radiagdo (v), ou seja:

e=hv €Y)

sendo h uma constante com valor de 6,6262+0,0001x10-34
] s. No caso de um corpo aquecido, considerou que a
emissdo de radiacdo eletromagnética, por exemplo, de
uma barra metdlica pudesse ser interpretada se fosse
assumido que a radiacdo emitida era liberada por fétons
de diferentes frequéncias. Como se sabe, uma barra
metalica ao ser aquecida torna-se avermelhada em baixas
temperaturas. A medida que a temperatura é aumentada a
radiacdo passa do vermelho para o azul, ou seja, as
radiacdoes emitidas passam de comprimentos de ondas
maiores (frequéncias menores) para comprimentos de
ondas menores (frequéncias maiores). Pode-se imaginar
que o ndmero de fétons de uma determinada frequéncia é
alterado com o aumento ou diminui¢do da temperatura.

Uma vez que temos um processo de contagem de fétons,
nada mais natural do que considerar a lei de distribui¢cdo
de Boltzmann [2] para representar essa distribuicdo. A
contagem do nuimero de fotons emitidos pelo metal que
oscilam a uma dada frequéncia, denominadas de
osciladores, é dada pelo ntimero total de osciladores (N;j)
com energia ej em relagdo ao nimero total de osciladores
(N) pela lei de distribui¢cdo de Boltzmann:

Nj -£]-/kT

TN @)
em que k é a constante de Boltzmann (k=1,38x10-23 J K-t =
0,695 cm1) e T a temperatura do sistema. Se a energia é
dependente da frequéncia como sugerido pela equacdo
(1), devemos selecionar valores de frequéncia que repre-
sentem todo o espectro de possibilidades. Planck conside-
rou que as energias possiveis deveriam ser multiplas de
uma determinada frequéncia, ou seja, €=0hv, e1=1hv,
€2=2hv, €3=3hv ... g=jhv. Assim sendo, a distribuicdo de
osciladores sera dada por:

Nj -jhv/kT
N 200 ]hv/kT (3)

A energia média dos N osciladores com energias €, €1, €2,
..... etc, pode ser determinada segundo:

Ng Ny N,
80+ +—€2+... (4)

<8>_N N OTNETY

Combinando-se as energias discretas dos osciladores, a
equagdo (3) e a equagdo (4) tém-se que a energia média
dos osciladores sera escrita como:

()= h"z ey / Z Vit )
=0 =

Esta equacdo € rigorosa e estd sendo expressa em termos
de duas séries de potencial no numerador e denomina-
dor. Através do auxilio de representagdes alternativas de
séries de potencias o numerador e o denominador da
equacdo (5) podem ser substituidos por:

fee]

Z eJhvr — # (6)
1-e v/
j=0
e o N
-hv
Z edhv/kr — i 7
(1-ev/r)2

j=0

Estas duas igualdades sdo validas apenas quando
ehv/KT < 1

Assim, a equacdo (5) pode ser escrita como:

hve M/t hv

T @emamyz

8)

th/kT_l

Experimentalmente determina-se a densidade de energia,
que corresponde ao numero de osciladores por unidade
de volume com frequéncia entre v e v+dv multiplicado
pela energia média dos osciladores. Classicamente o nu-
mero de osciladores por unidade de volume para ondas
eletromagnéticas é dado por:

dN 8T

Vo3 —v2dv 9)

em que c é a velocidade da luz e V é o volume considera-
do. Desta forma, multiplicando-se a equacdo (9) pela
energia média dos osciladores dada pela equacdo (8)
tem-se a densidade de energia, que sera igual a:

8mhv3

p(v)dv 3( hv 7 1

(10)

A equacdo (10) é conhecida como lei de distribuigdo de
Planck e se ajusta perfeitamente aos dados experimen-
tais. No trabalho original de Planck, o ajuste desta equa-
¢do aos dados experimentais ocorre quando a constante
h=6,55x10-34] s. Este valor encontra-se muito préximo do
atual valor aceito para a constante de h=6,63x1034 ] s,
aproximadamente 1,2% de desvio. Nenhum outro modelo
matematico se ajustou tdo bem. Tentativas empregando
formulagdes classicas proporcionaram desvios tdo
acentuados em regides de altas frequéncias, que
originaram o termo de catdstrofe do ultravioleta para
caracterizar o péssimo desempenho desses modelos nes-
ta regiao.

Apds o sucesso da interpretacdo de Planck para a
radiacdo do corpo negro, outros experimentos foram
corretamente explicados considerando-se que a luz pode
apresentar caracteristicas corpusculares, com fétons com
energias representadas pela equacdo (1). Exemplos
desses experimentos podem ser citados e permitem
encontrar na teoria corpuscular da luz um suporte
apropriado para compatibilizar teoria com experimento.
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Sdo eles: a capacidade calorifica a volume constante de
moléculas poliatomicas pela teoria cinética dos gases, o
efeito fotoelétrico, os espectros atémicos, o efeito Comp-
ton, dentre outros. A grande questdo que se coloca é:
afinal, como caracterizar a natureza da luz: onda ou parti-
cula?

Na verdade, a resposta correta ndo esta em optar por esta
ou aquela alternativa, mas sim considerar que existem
fendmenos experimentais em que a luz se manifesta com
caracteristicas ondulatérias e outros fendmenos em que
se manifesta com caracteristicas de particulas. Sendo
rigoroso, ndo deve ser nem uma coisa nem outra, mas
algo que a ciéncia é incapaz de representar corretamente
com o conhecimento fisico e matematico disponivel.

A natureza onda-particula de outros
sistemas

Louis de Broglie, um francés entusiasmado com as entdo
novas ideias da quantizacdo da energia e dualidade das
radiacdes eletromagnéticas questionou se os fotons, além
da sua caracteristica localizada, poderiam apresentar
alguma outra propriedade associada a particulas. A ener-
gia de um fdéton pode ser associada através de duas
expressdes distintas: e=hv e e=mc2. A primeira equagdo é
a hipétese de Planck e a segunda a relacdo entre massa e
energia proveniente da teoria da relatividade restrita
proposta por Einstein para um corpo viajando a
velocidade da luz. A proposta elaborada por de Broglie
estd baseada na combinacdo de representacdes da
dindmica de corpos empregando a teoria da relatividade
[3]. Porém, é possivel obter a expressdo geral fazendo
uma associacdo fenomenolégica frequentemente invocada
em textos didaticos. Assim, igualando-se as duas expres-
sbes pode-se verificar que:
m=hv/c?

an

As caracteristicas de particula apresentadas por fétons,

localizacdo espacial e massa, sugerem que eles
apresentem momento igual a:
p=mc (12)

e, consequentemente, se a massa representada pela equa-
¢do (11) for substituida na equacdo (12), tem-se que:

p=hv/c=h/A (13)
A equacio (13) associa uma propriedade caracteristica de

particulas (p) com uma propriedade caracteristica de on-
das (A).

Ao propor em 1923 esta relagdo para fétons, de Broglie
especulou sobre a possibilidade de considerar a aplicabili-
dade da equacdo (13) para qualquer sistema material, ndo
apenas radiacdes eletromagnéticas. A ideia era tdo
original para a época que os avaliadores do trabalho de de
Broglie, incluindo seu préprio orientador, ndo rejeitaram
sua tese por considerarem suas justificativas aceitaveis e
receberem comentdarios incentivadores de Einstein.

Dentre as questoes feitas a de Broglie durante a defesa de
sua tese, questionou-se sobre como poderia ser provado

experimentalmente que um corpo material poderia ter
caracteristica ondulatéria. De Broglie justificou que para
corpos materiais macroscépicos a ordem de grandeza da
constante de Planck e a velocidade de deslocamento deles
eram tdo pequenos que os comprimentos de ondas
seriam imperceptiveis. Por exemplo, uma pessoa com
massa igual a 60 kg e deslocando-se a uma velocidade de
5,00 km h-1 ou 1,39 m s -1 apresenta um comprimento de
onda da ordem de 7,23x10-36 m, que é imperceptivel visu-
almente ou mesmo impossivel de ser detectada experi-
mentalmente. Entretanto, de Broglie sugeriu que se fosse
possivel concentrar um feixe de elétrons com velocidades
apropriadas, seria possivel observar o padrao de interfe-
réncia construtiva e destrutiva caracteristico de efeitos
ondulatorios. Esta hipdtese foi comprovada experimen-
talmente por Clinton Davisson, Lester Germer (Davisson-
Germer) e George Paget Thomson em 1927 difratando
um feixe de elétrons acelerados, como sugerido por de
Broglie, e observando o padrio de interferéncia construti-
va e destrutiva caracteristico de ondas. Este efeito surpre-
endente deu origem posteriormente as técnicas de
microscopia eletrdnica, tdo populares em nossos dias.

Analisando o movimento ondulatério

A identificacdo de que sistemas caracterizados como
particulas possam ser associados como ondulatoérios
recomenda que se tenha um conhecimento mais
aprofundando sobre movimentos ondulatérios. A Figura
4 representa uma onda que se desloca ao longo do eixo x
durante um tempo t.

Distancia

Amplitude

Fgura 4. Perfil de onda em um tempo t=0 (linha sélida) e em
um tempo t qualquer (linha tracejada).

A funcdo matematica que representa esta onda pode ser
escrita genericamente como fung¢io da coordenada x e do
tempo t por:
Y=¥(x,t) (14)
A funcdo W representa o perfil da amplitude da onda e é,
obviamente, chamada de fungdo de onda. Para o caso par-
ticular da Figura 4 pode-se descrever a funcdo de onda
em um instante t=0 como uma fungio:
Y(x)=¥(x,0)=Asen(kx) (15)
Uma vez que uma fungdo seno (sen) apresenta maximo e
minimo no intervalo de 1, é necessario multiplicar-se o
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seno por uma constante A que defina a amplitude apro-
priada da onda.

Uma func¢do seno é uma fungio que apresenta periodici-
dade a cada 27 radianos. Em uma escala arbitraria x é
necessario que seja definido adequadamente o limite
dessa periodicidade. Portanto, se a cada 2n radianos
tém-se um comprimento de onda (1), entdo para um valor
qualquer de x tem-se 2mx/A radianos. Desta forma, a
equacdo (15) pode ser escrita como:

Y(x)=¥(x,0)=Asen(2mx/A)=Asen(2mxw) (16)
O pardmetro w=1/\L é frequentemente utilizado em
espectroscopia e denominado de niimero de onda,
correspondendo ao numero de ondas por unidade de
comprimento.

Considerando-se que a onda se desloca com uma velocida-
de de propagagdo v (também denominada de velocidade
de fase) em um tempo t no sentido positivo do eixo X,
tem-se que a funcdo de onda sofrera alteragdes na sua
amplitude de acordo com:

Y(x,t)=Asen [2711 (X-Vt)] =Asen [21‘[ G;t)] =Asen[2n(xw-vt)] (17)

Na ultima igualdade a direita, utiliza-se o fato de que o
comprimento de onda multiplicado pela frequéncia é
igual a velocidade de propagacdo da onda (v=2Av).

Deve-se chamar a atengdo para um detalhe. Na apresenta-
¢do acima considerou-se que a onda senoidal se desloca
no sentido positivo do eixo x. Caso considere-se o movi-
mento ondulatério no sentido contrario a equacdo (17)
deve ser escrita com o sinal positivo, ou seja,

Y(xt)=Asen[2m(xw+Vt)]

A fungdo de onda da equagdo (17) pode ser estudada em
diferentes situacdes e pode-se perceber que ela apresenta
propriedades matematicas idénticas a de outras formula-
¢coes de ondas completamente distintas. Por exemplo, se a
funcdo de onda dada pela equagdo (17) for diferenciada
duas vezes em relagdo a coordenada x, a expressao resul-
tante estara diretamente relacionada com aquela que se
obtém quando se diferencia a mesma funcdo de onda
duas vezes em relacdo ao tempo t pela expressao:

WY 1 0°W(xt)
ox2 vZ  Ot?

(18)

Esta equagdo corresponde a uma formulagdo geral
obedecida por qualquer onda unidimensional, ou seja, é
uma equacdo diferencial parcial generalizada para
movimentos ondulatérios unidimensionais. Para movi-
mentos ondulatérios em trés dimensdes a equagdo (18)
pode ser escrita como:

*W(xyzt) 0°P(xyzth) 0*W(xyzt) 10°¥(xD)
ax2 dy? 9z2 vz 0t?

(19)

ou colocando-se a fun¢do de onda em evidéncia:

@O PN 1PV
ozt dy? T o2z ) Y vED= 50

A sequéncia de derivadas parciais nas trés coordenadas
espaciais a esquerda da equacdo (20) é uma operagio
matematica frequentemente utilizada denominada de
laplaciano e é comumente representado por:

o (O PO
- 6X2+6y2+622

Assim, a equacido diferencial generalizada para movimen-
tos ondulatérios em trés dimensdes é escrita como:

(20)

2D

1 029 (xt)
-2 xD

2 —
VY (xyzt)= v ot

(22)

Ondas estacionarias

A introdugdo acima sobre o movimento ondulatério consi-
derou que a onda se propagava livremente pelo espaco.
Entretanto, é muito comum encontrar sistemas confina-
dos ou restritos a regides finitas do espaco, por exemplo,
as cordas de um instrumento musical. Pode-se considerar
que a corda de um instrumento se inicie em x=0 e termine
em x=L. Qualquer oscilagdo ocorrerd entre 0 e L. Para va-
lores de x < 0 e x > L a fungdo de onda nao existe e possui-
ra amplitude igual a zero. Condi¢des como estas sdo deno-
minadas de condi¢cdes de contorno. Como temos um nu-
mero infinito de solugdes para oscilagdes que podem
ocorrer nestas condi¢cdes, o mais apropriado é que a equa-
¢do (18), para problemas unidimensionais, ou a equagio
(22), para problemas tridimensionais, sejam utilizadas
para proporcionar as solucdes mais gerais para este tipo
de situacdo.

Determina a solugdo geral a partir das equacdes (18) ou
(22) ndo é uma tarefa trivial e pode ser realizada de dife-
rentes maneiras. No tratamento mais comum procura-se
executar uma operacdo denominada de separagdo de
varidveis. Para uma fun¢ido de onda unidimensional, a fun-
¢do de onda sera escrita como:

WEH=XE)T() (23)

ou seja, o deslocamento proposto pela fun¢ido de onda é
considerado como sendo o resultado de um produto de
duas funcoes distintas, uma contendo apenas a coordena-
da x e outra a coordenada t. Para uma funcgio tridimensio-
nal:

Y(xyz,)=X(x)YF)Z@)T® (24)

Considerando-se a separacdo de variaveis para o caso
unidimensional, substitui-se a equagdo (23) na equagdo
(18):

PXEOT® 1 2X()T()
X2 vZ a2

=2 (25)
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A derivada a esquerda da igualdade atua apenas sobre a
coordenada x e a derivada a direita apenas sobre a coorde-
nada t. Desta forma, a equacgdo (25) pode ser escrita como:

X X() 02T()
ox2 ~ v?  at?

T(t) (26)

ou rearranjando-se de tal forma que todas as variaveis do

mesmo tipo figuem do mesmo lado da equacdo, tem-se:

vZ 9%X(x) 1 0°T(v)
X(x) ax2 T()) ot?

(27)

A velocidade v2 foi colocada arbitrariamente a direita da
equacdo acima e poderia ser colocada apropriadamente a
esquerda, que ndo alteraria o resultado.

Para resolver a equagdo (27) admite-se que a iinica manei-
ra pela qual o lado direito desta equacdo seja igual ao lado
esquerdo, é quando ambos sdo iguais a mesma constante,
que denominaremos de ¢. Assim:

vi 0%X(x) 1 0°T(V)

X(x) ax2  T() otz (28)
ou seja:
v 92X(x)
— = (29)
X(x) 0x?
1 0°T(t) 30
T(t) at2 =0 (30)
Ambas as equagdes podem ser reescritas como:
?X(x) o
92T (t)
W =O'T(t) (32)

As equagodes (31) e (32) sdo duas equagdes diferenciais
ordindrias, ndo contendo misturas de variaveis. A solucao
de ambas pode ser efetuada por inspec¢do. Para se ter
solugdes particulares, pode-se perguntar: qual tipo de
funcdo matematica que derivada duas vezes produz como
resultado a proépria funcdo multiplicada por uma
constante? Pode-se pensar imediatamente em diferentes
alternativas, por exemplo, fun¢des seno, cosseno, uma
combinagdo de seno e cosseno, fun¢des exponenciais etc.
Todas seriam solugdes aceitaveis e satisfariam as
equacgdes (31) e (32). Obviamente, quanto mais flexivel for
a solucdo, mais adequadamente o sistema estudado sera
representado. Uma alternativa muito encontrada no estu-
do de ondas é considerar:

T(D)=Ae*at (33)

X(x)=Be*h* (34)

sendo A e B duas constantes. Derivando-se T(t) e X(x) du-
as vezes tem-se:

’T(t
Otg ) =a’Aett (35)
e
92X (x
ax(z ) _p2pett (36)

Portanto: a?=c e b2=g/v2 e, consequentemente a=+v(o) e
b=+V(0/v). Se & for uma constante positiva, basta apenas
substituir o valor de a e b nas equagdes (33) e (34),
respectivamente, que produz as fungdes de onda
dependentes de t e x. Porém, se ¢ apresentar um valor
negativo, tem-se que: a=ii\/[6) e bzti\/( o/v). Neste caso:

T(t)=AetWVlolt 37)

X(X)zBeiiMX/v (38)
As duas fung¢odes de onda nas equagdes (37) e (38) podem
ser reescritas utilizando-se a identidade matematica
denominada de igualdade de Euler representada por:

et1%=cosO+isend (39)
ou seja,
T(t)=A[cos(y/]ot)+isen({/]o]t)] (40)
e
X(x)=B[cos(/|o[x/v)xisen(y/[o[x/v)] (41)
ou:
T(t)=Acos(y/|ot)+A'sen(y/]o[t) (42)
e
X(x)=Bcos(y/|o[x/v)+B'sen(,/|o[x/v) (43)

Considerando-se que as equacgdes (42) e (43) representam
funcoes de onda, tendo-se o conhecimento prévio forneci-
do pela equacdo (16) e que Av=v, chega-se em:

Jlol/v=2m/2 (44)

Jlo|=2mv

Assim, tem-se que as funcdes de onda podem ser escritas
genericamente como:

(45)

Y(x,t)=X(x)T(t)=
=[Bcos(2mx/A)+B'sen(2mx/A)][Acos(2mvt) +A'sen(2mvt)] (48)

As constantes A, A’, B e B’ sdo determinadas em fungio das
condicdes de contorno definidas pelo sistema. Anterior-
mente, mencionou-se que as oscilagdes na corda sé podem
existir no intervalo definido por (0 < x < L). Em outras
palavras, para L £ x <0, W(x,t) = 0, para um tempo t qual-
quer. Esta restri¢do indica que:

X(0)=Bcos(2m0/A)+B sen (210 /1)=0 (49)
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Como o cos(0)=1, a tnica maneira de satisfazer a equagao
(49) é assumir que B = 0, o que simplifica a fun¢do dada
pela equacdo (47) para:

X(x)=B'sen(2mx/A) (50)
Entretanto, as condi¢des de contorno exigem que:
X(L)=B'sen(2mL/A)=0 (51)

Para que o seno seja igual a zero 2mL/A=nm, ou seja,
2nL/A=n, sendo n=0,1,2,3, ..... Assim:

X(x)=B 'sen(nmx/L) (52)
Finalmente, a fun¢do de onda para uma corda de
comprimento finito sera dada por:

Y(x,t)=X(x)T(t)=B'sen(nmnx/L)[Acos(2mvt)+A'sen(2mvt)] (53)

Uma vez que a func¢ido de onda para a coordenada x é
independente do tempo, a solucdo encontrada ¢é
denominada de estaciondria. Pode-se dizer ainda que para
cada valor de n tem-se uma nova solugao particular para o
problema da oscilagio em uma corda de comprimento
finito.

Conciliando o conceito de onda e particula

A questdo que se coloca neste momento é: considerando a
hipotese de de Broglie de que para todo corpo material
estd associada uma fun¢do de onda e vice-versa, como
conciliar as informagdes genéricas apresentadas acima
com o conceito de onda-particula de de Broglie em uma
expressao geral?

A resposta para esta questao foi apresentada independen-
temente por Erwin Schrédinger e Werner Heisenberg [1]
em formula¢des matematicas distintas, porém equivalen-
tes. O que sera apresentado a seguir é uma demonstragao
extremamente simplificada e particular que resultara
posteriormente na formulagio de leis da mecanica que
associam os conceitos de onda e particula para qualquer
sistema.

Pela mecanica classica hamiltoniana a energia total (E) de
um sistema é dada por:
E=T+V (54)
sendo T e V as energias cinética e potencial, respectiva-
mente. Existem diferentes formas de representacao da

funcdo potencial. Para a energia cinética em uma dimen-
sdo, pode-se defini-la como:

(55)

Considere que a equacgido (1) proposta por Planck esteja
correta. Considere ainda que a equacgdo (13) de de Broglie
também esteja correta. Para uma particula viajando no
espago sob a influéncia de um potencial V qualquer e
energia cinética T a equagdo de Planck sera escrita como:

E=hv=T+V (56)

Utilizando-se a defini¢do de energia cinética (equagdo 55)

tem-se:

i3

hv= om

+V (57
0 momento linear nesta equagdo pode ser substituido
pelo respectivo comprimento de onda através da equagio

de de Broglie (equagdo 13), levando a equagao 57 a:
h2

hv= 2mAZ2

+V (58)

Multiplicando-se a equacgdo (58) por uma funcido de onda
dependente do tempo, mantem-se a equagdo inalterada,

ou seja:
2

h
hv¥ (x,t)= FT=y Y(x,H+VP(x,t) (59)
Uma vez que a fungdo de onda é arbitraria, sera escolhida
uma funcido genérica satisfazendo a identidade de Euler
(equagdo (39)), ou seja:

) (X,t) — ei(?- 2117\}'[)

(60)
Procura-se por uma equacio diferencial que represente a
dindmica deste e, talvez, possa ser considerada para
qualquer outro sistema. Portanto, a fun¢do de onda acima
serd derivada duas vezes, o que produz as seguintes
expressoes:

0¥ (xt) B
ox

2m

i ei(?-vat)

(61)
2 2 X
0 l;’)g(:t) —. (ZTT[) ei(zT-vat) (62)

Esta dltima equagdo pode ser escrita de forma simplifica-
da como:

22w (x,t) 2m\2
= (5) veo @
ou rearranjando:
1 2W(xt) 1
ok e (6Y

Substituindo-se a equacgdo (64) na equagao (59), tem-se:

h?  82¥(xt)

hv# (. t)=- 2m(4m?) 0x2

+VW(xD)  (65)

Usualmente, costuma-se representar a constante de
Planck dividida por 2r através do simbolo #, ou seja:

h=——

o (66)

0 que leva a equacdo (65) a ser escrita com notagdo mais
compacta como:
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h? 92¥(x,t)
2m  0x2
Um ultimo passo requer a derivada da fun¢do de onda em
relagdo a coordenada temporal, ou seja:

hv¥(x,t)=- +V¥(xt) (67)

ovY(xt (2Tx
( )=-121'[ve1( -2m) (68)
ot
Reescrevendo-se esta equagio, tem-se:
oY (xt
( )=-121Tv‘{’(x,t) (69)
ot
ou:
i OP(x,t)
ﬁ PT: =v¥(x,t) (70)

Substituindo-se a equagdo (70) na equacgio (67) obtém-se:

h? 92¥(x,t)

ih oW (x,t) B
T 2m  9x?

2m 0t

+VE(x1) (71)

e substituindo-se a definicio dada pela equacdo (66),
tem-se:
h@‘{’(x,t)_ h% 92¥(x,t)
"0 T 2m oxe

FVE(xD)  (72)

A equacdo (72) é denominada de equagdo de Schridinger
dependente do tempo para um sistema movendo-se em
uma dimensdo e associa de forma genérica o conceito de
particula e onda. Para trés dimensoes pode-se escrever:

_o¥(xyzt)  R?
2

92 92 92
ot ™ < —) Y(xy,zt)+V¥(xy,zt) (73)

—+—+
0x?  0dy? 0z?
ou simplesmente:

oVY(xyzt) h? 5
in % " m V¥ (xyz)+VY(xyzt) (74)

Na nova formulacdo mecanica, a equagdo (74) deve ser
capaz de representar qualquer sistema fisico de um siste-
ma em 3 dimensfes no universo, assim como a equac¢do
(72) deve representar em 1 dimensao.

A interpretagio das fungdes de onda na visdo proporciona-
da pela combinagio do conceito de onda-particula foi mo-
tivo de intensos debates no inicio do século XX [1]. A inter-
pretacdo usualmente aceita e predominante atualmente
foi desenvolvida por Max Born. Em sua visdo, Born sugeriu
que as funcdes de onda da nova mecanica, a mecdnica dos
quanta ou mecdnica qudntica, deveria ser interpretada
estatisticamente. Entretanto, como mencionado anterior-
mente, a forma simplificada apresentada pela equacio
(74) ndo pode ser comprovada para todos os sistemas e,
portanto, assume-se que sua forma genérica seja formal-
mente correta e possa ser utilizada para representar
sistemas mais complexos ou qualquer parte do universo
ou o proprio universo. Assim sendo, na falta de comprova-
¢do formal para toda e qualquer situacdo se assume como
pontos de partida algumas premissas que formarao a base
matematica da mecdnica qudntica [4].
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