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Equaça o de Schro dinger 

A natureza da luz e  o ponto de partida de uma discussa o acade mica que 
resultou no desenvolvimento da meca nica qua ntica: a luz seria uma  
entidade fí sica que apresenta cara ter de onda ou partí cula? Estudo    
sistema tico das propriedades da luz puderam ser explicados ora        
considerando a luz como se manifestando como onda e ora como       
partí cula. Essa dualidade foi utilizada para explicar a natureza de      
qualquer corpo material. A conseque ncia foi a necessidade do              
desenvolvimento de leis meca nicas que conciliassem o cara ter de onda e 
partí cula para qualquer sistema fí sico. Este artigo discute os aspectos 
mais importantes associados com algumas das evide ncias do cara ter 
onda-partí cula da luz e a formulaça o inicial desenvolvida por      
Schro dinger. 

A compreensa o da natureza das propriedades de a tomos, 
mole culas e sistemas mais complexos esta  diretamente 
relacionada com a distribuiça o e o comportamento das 
entidades microsco picas que os constitui. Diversas     
evide ncias experimentais sugerem que a estrutura de 
a tomos e mole culas na o pode ser explicada por           
princí pios baseados na Mecânica Clássica. Feno menos 
relacionados ao universo ato mico dependem das         
descriço es provenientes do que se denomina Mecânica 
Quântica. Uma das maneiras de se compreender a       
diferença fundamental desta u ltima em relaça o a          
meca nica cla ssica, esta  no fato de que toda informaça o 
ou modelagem de qualquer sistema apresenta cara ter 
estatí stico associado a uma funça o de onda que descreve 
o mesmo. 
 
Por que esta concepça o fí sica do universo e  importante 
para a Quí mica? Por uma raza o muito simples. A teoria 
ato mica foi adotada originalmente pelos quí micos como 
um modelo conveniente capaz de explicar e prever     
propriedades da mate ria e suas transformaço es. Nossa 
compreensa o do que ocorre na natureza depende de   
informaço es como: a natureza das ligaço es quí micas, 
feno menos espectrosco picos, reatividade molecular,  
velocidade de reaço es e diversas outras propriedades. 

Portanto, e  necessa rio que se tenha um conhecimento 
razoa vel de modelos que representem a estrutura da 
mate ria da melhor maneira possí vel para que previso es 
de efeitos ainda na o observados sejam feitas. A previsa o 
de feno menos e o controle rigoroso da obtença o dados e  
a esse ncia de boa parte do conhecimento cientí fico. 
 
A aplicaça o das leis da meca nica qua ntica em Quí mica 
originou o que se denomina de Química Quântica. Na  
verdade, sa o as leis da Mecânica Quântica aplicadas ao 
estudo das propriedades da mate ria com a finalidade de 
permitir a identificaça o de fatores que determinem o 
comportamento fí sico-quí mico da mate ria. Neste sentido, 
este texto resume alguns dos conceitos mais importantes 
dessa teoria quem tem permitido esclarecer e prever 
informaço es essenciais sobre a natureza da mate ria. 

A natureza onda-partícula da luz 

Um dos eventos mais interessantes da natureza e  a     
existe ncia da luz. Embora seja algo facilmente percebido 
pelo sentido da visa o, a caracterizaça o dessa “substa ncia” 
chamou a atença o de sa bios de todas as e pocas. Filo sofos, 
como Plata o, acreditavam que a luz era emitida pelos 
olhos e a presença de objetos correspondia a  interaça o 
dessa emissa o com o objeto. Outros acreditavam que a 
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luz era emitida por objetos especí ficos e que a interaça o 
desta luz refletida na superfí cie dos mesmos permitia ter 
a experie ncia visual. Mesmo com hipo teses razoa veis ou 
mesmo absurdas dificilmente ouviam-se sugesto es que 
confirmassem a natureza da luz, ou seja, do que ela e    
feita.  
 
Um dos primeiros trabalhos sistema ticos para               
caracterizar propriedades da luz foi feito por Isaac     
Newton. Em um de seus trabalhos, intitulado Óptica,   
publicado em 1704, baseado em experimentos de         
dispersa o da luz branca por um prisma sugere que ela 
seja constituí da por uma composiça o de cores. Nesse  
trabalho, Newton tambe m caracteriza a natureza          
geome trica da trajeto ria da luz. Reconhecendo os limites 
das informaço es possí veis de serem obtidas na e poca 
Newton evita especular a natureza da luz, restringindo-se 
a analisar algumas das suas propriedades. Pore m, sugere 
que talvez a luz seja constituí da por algum tipo de        
partí cula microsco pica. 
 
Diferentes feno menos o pticos analisados posteriormente, 
essencialmente efeitos de difração e interferência,        
proporcionaram evide ncias de que a luz deveria ser    
caracterizada como uma onda eletromagne tica. Onda ou 
radiaça o eletromagne tica, como o pro prio nome sugere, 
corresponde a ondas constituí das por campos ele tricos e 
magne ticos oscilantes e perpendiculares entre si como o 
representado na Figura 1.  

Figura 1. Representaça o de uma onda eletromagne tica. 

Tre s das propriedades caracterí sticas dessas ondas sa o: o 
seu comprimento de onda λ (a dista ncia entre dois ma xi-
mos ou mí nimos sucessivos), a frequência ν (nu mero de 
ma ximos ou mí nimos que passa por um determinado 
ponto por unidade de tempo) e a amplitude da onda (a 
altura da onda em relaça o a origem). O produto do com-
primento de onda pela freque ncia da radiaça o e  igual a  
velocidade c de propagaça o, ou seja, λν=c.  
 
Um dos mais importantes experimentos demonstrando a 
natureza ondulato ria da luz foi realizado em sessa o           
solene da Royal Society de Londres por Thomas Young 
em 1803. Embora o experimento original tenha sido rea-
lizado de forma diferente, a forma comumente encontra-
da na literatura e  conhecida como o experimento de dupla 
fenda ou experimento de Young. A Figura 2 corresponde a 
uma representaça o esquema tica em que luz monocromá-

tica, ou seja, com um u nico comprimento de onda, atinge 
um anteparo com dois orifí cios produzindo um padra o 
de linhas claras e escuras, denominado de franja de    
interferência. Este padra o foi explicado por Young como 
o resultado do processo de sobreposiça o de ondas. Para 
as regio es de ma xima intensidade sugere-se que as ondas 
luminosas cheguem em fase (Figura 3.a), ou seja, o      
ma ximo de uma onda coincide com o ma ximo da outra e 
vice-versa. Nos casos em que a intensidade e  nula,       
sugere-se que as ondas atingem a mesma regia o fora de 
fase (Figura 3.b), ou seja, o ma ximo de uma onda coincide 
com o mí nimo da outra e vice-versa. O primeiro caso  
denomina-se de interferência construtiva e o segundo 
como interferência destrutiva.  

Figura 2. Experimento de dupla fenda de Young: interfere ncia 
de ondas. 

Figura 3. Interfere ncia de ondas: a) construtiva e b) destrutiva. 

(a)  (b)  

Apesar do experimento de Young caracterizar luz como 
sendo algo que apresenta cara ter ondulato rio, a fí sica 
cla ssica foi incapaz de explicar adequadamente outros 
experimentos envolvendo luz, dentre eles: a distribuiça o 
de freque ncias de radiaça o emitida por um objeto incan-
descente. 
 
Depois de realizar profundos estudos sobre esse feno me-
no e de esgotar as alternativas de utilizar os conceitos 
cla ssicos ondulato rios, Max Planck propo s em 1900 a 
possibilidade de que a luz emitida nestas circunsta ncias 
pudesse ser representada por pacotes de energia, o quan-
tum de energia ou fóton [1]. Esta hipo tese revoluciona ria 
para a e poca foi a  u nica alternativa capaz de conciliar um 
modelo teo rico ao comportamento observado no espec-
tro de energia emitido por corpos incandescentes, tam-
be m conhecido como radiaça o do corpo negro. Embora o 
pro prio Planck na o considerasse aceita vel a sua hipo tese 
de quantizaça o de energia, a concorda ncia entre os resul-
tados calculados com os dados experimentais era ta o  
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surpreendentemente, que decidiu publicar o seu modelo 
acreditando que alternativas mais apropriadas pudessem 
ser obtidas no futuro. Nascia, assim, a teoria quântica. 
 
Planck postulou que o quantum de energia (ε) dependia 
apenas da freque ncia da radiaça o (ν), ou seja: 
 
 
 
sendo h uma constante com valor de 6,6262±0,0001x10-34 

J s. No caso de um corpo aquecido, considerou que a   
emissa o de radiaça o eletromagne tica, por exemplo, de 
uma barra meta lica pudesse ser interpretada se fosse  
assumido que a radiaça o emitida era liberada por fo tons 
de diferentes freque ncias. Como se sabe, uma barra      
meta lica ao ser aquecida torna-se avermelhada em baixas 
temperaturas. A  medida que a temperatura e  aumentada a 
radiaça o passa do vermelho para o azul, ou seja, as       
radiaço es emitidas passam de comprimentos de ondas 
maiores (freque ncias menores) para comprimentos de   
ondas menores (freque ncias maiores). Pode-se imaginar 
que o nu mero de fo tons de uma determinada freque ncia e      
alterado com o aumento ou diminuiça o da temperatura. 
 
Uma vez que temos um processo de contagem de fo tons, 
nada mais natural do que considerar a lei de distribuição 
de Boltzmann [2] para representar essa distribuiça o. A 
contagem do nu mero de fo tons emitidos pelo metal que 
oscilam a uma dada freque ncia, denominadas de            
osciladores, e  dada pelo nu mero total de osciladores (Nj) 
com energia ej em relaça o ao nu mero total de osciladores 
(N) pela lei de distribuição de Boltzmann: 
 
 
 
 
em que k e  a constante de Boltzmann (k=1,38x10-23 J K-1 = 
0,695 cm-1) e T a temperatura do sistema. Se a energia e  
dependente da freque ncia como sugerido pela equaça o 
(1), devemos selecionar valores de freque ncia que repre-
sentem todo o espectro de possibilidades. Planck conside-
rou que as energias possí veis deveriam ser mu ltiplas de 
uma determinada freque ncia, ou seja, ε0=0hν, ε1=1hν, 
ε2=2hν, ε3=3hν .... εj=jhν. Assim sendo, a distribuiça o de 
osciladores sera  dada por: 
 
 
 
 
A energia média dos N osciladores com energias ε0, ε1, ε2, 
.....etc, pode ser determinada segundo: 
 
 
 
 

Combinando-se as energias discretas dos osciladores, a 
equaça o (3) e a equaça o (4) te m-se que a energia me dia 
dos osciladores sera  escrita como: 

 

 

Esta equaça o e  rigorosa e esta  sendo expressa em termos 
de duas se ries de potencial no numerador e denomina-
dor. Atrave s do auxí lio de representaço es alternativas de 
se ries de potencias o numerador e o denominador da 
equaça o (5) podem ser substituí dos por: 
 
 
 
 
e 
 
 
 
Estas duas igualdades sa o va lidas apenas quando  
 
 
Assim, a equaça o (5) pode ser escrita como: 
 
 
 

 
Experimentalmente determina-se a densidade de energia, 
que corresponde ao nu mero de osciladores por unidade 
de volume com freque ncia entre  e +d multiplicado 
pela energia me dia dos osciladores. Classicamente o nu -
mero de osciladores por unidade de volume para ondas 
eletromagne ticas e  dado por: 

 
 
 
em que c e  a velocidade da luz e V e  o volume considera-
do. Desta forma, multiplicando-se a equaça o (9) pela 
energia me dia dos osciladores dada pela equaça o (8)   
tem-se a densidade de energia, que sera  igual a: 
 
 
 
 
 
A equaça o (10) e  conhecida como lei de distribuição de 
Planck e se ajusta perfeitamente aos dados experimen-
tais. No trabalho original de Planck, o ajuste desta equa-
ça o aos dados experimentais ocorre quando a constante 
h=6,55x10-34 J s. Este valor encontra-se muito pro ximo do 
atual valor aceito para a constante de h=6,63x10-34 J s, 
aproximadamente 1,2% de desvio. Nenhum outro modelo 
matema tico se ajustou ta o bem. Tentativas empregando 
formulaço es cla ssicas proporcionaram desvios ta o     
acentuados em regio es de altas freque ncias, que           
originaram o termo de catástrofe do ultravioleta para  
caracterizar o pe ssimo desempenho desses modelos nes-
ta regia o. 
 
Apo s o sucesso da interpretaça o de Planck para a         
radiaça o do corpo negro, outros experimentos foram  
corretamente explicados considerando-se que a luz pode 
apresentar caracterí sticas corpusculares, com fo tons com 
energias representadas pela equaça o (1). Exemplos     
desses experimentos podem ser citados e permitem    
encontrar na teoria corpuscular da luz um suporte         
apropriado para compatibilizar teoria com experimento. 
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Sa o eles: a capacidade calorí fica a volume constante de       
mole culas poliato micas pela teoria cine tica dos gases, o 
efeito fotoele trico, os espectros ato micos, o efeito Comp-
ton, dentre outros. A grande questa o que se coloca e :   
afinal, como caracterizar a natureza da luz: onda ou  partí -
cula? 
 
Na verdade, a resposta correta na o esta  em optar por esta 
ou aquela alternativa, mas sim considerar que existem 
feno menos experimentais em que a luz se manifesta com 
caracterí sticas ondulato rias e outros feno menos em que 
se manifesta com caracterí sticas de partí culas. Sendo  
rigoroso, na o deve ser nem uma coisa nem outra, mas 
algo que a cie ncia e  incapaz de representar corretamente 
com o conhecimento fí sico e matema tico disponí vel.  

 

A natureza onda-partícula de outros 
sistemas 

Louis de Broglie, um france s entusiasmado com as enta o 
novas ideias da quantizaça o da energia e dualidade das 
radiaço es eletromagne ticas questionou se os fo tons, ale m 
da sua caracterí stica localizada, poderiam apresentar  
alguma outra propriedade associada a partí culas. A ener-
gia de um fo ton pode ser associada atrave s de duas      
expresso es distintas:  ε=hν e ε=mc2.  A primeira equaça o e  
a   hipo tese de Planck e a segunda a relaça o entre massa e 
energia proveniente da teoria da relatividade restrita  
proposta por Einstein para um corpo viajando a             
velocidade da luz. A proposta elaborada por de Broglie 
esta  baseada na combinaça o de representaço es da        
dina mica de corpos empregando a teoria da relatividade 
[3]. Pore m, e  possí vel obter a expressa o geral fazendo 
uma associaça o fenomenolo gica frequentemente invocada 
em textos dida ticos. Assim, igualando-se as duas expres-
so es pode-se verificar que: 
 
 
 
As caracterí sticas de partí cula apresentadas por fo tons, 
localizaça o espacial e massa, sugerem que eles              
apresentem momento igual a: 
 
 
e, consequentemente,  se a massa representada pela equa-
ça o (11) for substituí da na equaça o (12), tem-se que: 
 
 
 
A equaça o (13) associa uma propriedade caracterí stica de 
partí culas (p) com uma propriedade caracterí stica de on-
das ().  
 
Ao propor em 1923 esta relaça o para fo tons, de Broglie 
especulou sobre a possibilidade de considerar a aplicabili-
dade da equaça o (13) para qualquer sistema material, na o 
apenas radiaço es eletromagne ticas. A ideia era ta o        
original para a e poca que os avaliadores do trabalho de de 
Broglie, incluindo seu pro prio orientador, na o rejeitaram 
sua tese por considerarem suas justificativas aceita veis e 
receberem comenta rios incentivadores de Einstein. 
 
Dentre as questo es feitas a de Broglie durante a defesa de 
sua tese, questionou-se sobre como poderia ser provado 

experimentalmente que um corpo material poderia ter 
caracterí stica ondulato ria. De Broglie justificou que para 
corpos materiais macrosco picos a ordem de grandeza da 
constante de Planck e a velocidade de deslocamento deles 
eram ta o pequenos que os comprimentos de ondas      
seriam imperceptí veis. Por exemplo, uma pessoa com 
massa igual a 60 kg e deslocando-se a uma velocidade de 
5,00 km h-1 ou 1,39 m s -1 apresenta um comprimento de 
onda da ordem de 7,23x10-36 m, que e  imperceptí vel visu-
almente ou mesmo impossí vel de ser detectada experi-
mentalmente. Entretanto, de Broglie sugeriu que se fosse 
possí vel concentrar um feixe de ele trons com velocidades 
apropriadas, seria possí vel observar o padra o de interfe-
re ncia construtiva e destrutiva caracterí stico de efeitos 
ondulato rios. Esta hipo tese foi comprovada experimen-
talmente por Clinton Davisson, Lester Germer (Davisson-
Germer) e George Paget Thomson em 1927 difratando 
um feixe de ele trons acelerados, como sugerido por de 
Broglie, e observando o padra o de interfere ncia construti-
va e destrutiva caracterí stico de ondas. Este efeito surpre-
endente deu origem posteriormente a s te cnicas de       
microscopia eletro nica, ta o populares em nossos dias. 

Analisando o movimento ondulatório 

A identificaça o de que sistemas caracterizados como    
partí culas possam ser associados como ondulato rios    
recomenda que se tenha um conhecimento mais          
aprofundando sobre movimentos ondulato rios. A Figura 
4 representa uma onda que se desloca ao longo do eixo x 
durante um tempo t. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A funça o matema tica que representa esta onda pode ser 
escrita genericamente como funça o da coordenada x e do 
tempo t por: 
 
 
 
A funça o Ψ representa o perfil da amplitude da onda e e , 
obviamente, chamada de função de onda. Para o caso par-
ticular da Figura 4 pode-se descrever a funça o de onda 
em um instante t=0 como uma funça o: 
 
 
 
Uma vez que uma funça o seno (sen) apresenta ma ximo e 
mí nimo no intervalo de 1, e  necessa rio multiplicar-se o 

Fgura 4. Perfil de onda em um tempo t=0 (linha so lida) e em 
um tempo t qualquer (linha tracejada). 
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seno por uma constante A que defina a amplitude apro-
priada da onda. 
 
Uma funça o seno e  uma funça o que apresenta periodici-
dade a cada 2 radianos. Em uma escala arbitra ria x e  
necessa rio que seja definido adequadamente o limite  
dessa periodicidade. Portanto, se a cada 2 radianos    
te m-se um comprimento de onda (), enta o para um valor 
qualquer de x tem-se 2x/ radianos. Desta forma, a 
equaça o (15) pode ser escrita como: 

O para metro =1/ e  frequentemente utilizado em      
espectroscopia e denominado de número de onda,         
correspondendo ao nu mero de ondas por unidade de 
comprimento.  
 
Considerando-se que a onda se desloca com uma velocida-
de de propagação v (tambe m denominada de velocidade 
de fase) em um tempo t no sentido positivo do eixo x,         
tem-se que a funça o de onda sofrera  alteraço es na sua 
amplitude de acordo com: 

Na u ltima igualdade a  direita, utiliza-se o fato de que o 
comprimento de onda multiplicado pela freque ncia e  
igual a  velocidade de propagaça o da onda (v=λ ν). 
 
Deve-se chamar a atença o para um detalhe. Na apresenta-
ça o acima considerou-se que a onda senoidal se desloca 
no sentido positivo do eixo x. Caso considere-se o movi-
mento ondulato rio no sentido contra rio a equaça o (17) 
deve ser escrita com o sinal positivo, ou seja, 
 
 
 
A funça o de onda da equaça o (17) pode ser estudada em 
diferentes situaço es e pode-se perceber que ela apresenta 
propriedades matema ticas ide nticas a  de outras formula-
ço es de ondas completamente distintas. Por exemplo, se a 
funça o de onda dada pela equaça o (17) for diferenciada 
duas vezes em relaça o a  coordenada x, a expressa o resul-
tante estara  diretamente relacionada com aquela que se 
obte m quando se diferencia a mesma funça o de onda  
duas vezes em relaça o ao tempo t pela expressa o: 

 
 
 
 

Esta equaça o corresponde a uma formulaça o geral       
obedecida por qualquer onda unidimensional, ou seja, e  
uma equaça o diferencial parcial generalizada para       
movimentos ondulato rios unidimensionais. Para movi-
mentos ondulato rios em tre s dimenso es a equaça o (18) 
pode ser escrita como: 

ou colocando-se a funça o de onda em evide ncia: 
 
 
 
 
A seque ncia de derivadas parciais nas tre s coordenadas 
espaciais a esquerda da equaça o (20) e  uma operaça o 
matema tica frequentemente utilizada denominada de 
laplaciano e e  comumente representado por: 
 
 
 
 
Assim, a equaça o diferencial generalizada para movimen-
tos ondulato rios em tre s dimenso es e  escrita como: 
 

Ondas estacionárias 

A introduça o acima sobre o movimento ondulato rio consi-
derou que a onda se propagava livremente pelo espaço. 
Entretanto, e  muito comum encontrar sistemas confina-
dos ou restritos a regio es finitas do espaço, por exemplo, 
as cordas de um instrumento musical. Pode-se considerar 
que a corda de um instrumento se inicie em x=0 e termine 
em x=L. Qualquer oscilaça o ocorrera  entre 0 e L. Para va-
lores de x  0 e x  L a funça o de onda na o existe e possui-
ra  amplitude igual a  zero. Condiço es como estas sa o deno-
minadas de condiço es de contorno. Como temos um nu -
mero infinito de soluço es para oscilaço es que podem 
ocorrer nestas condiço es, o mais apropriado e  que a equa-
ça o (18), para problemas unidimensionais, ou a equaça o 
(22), para problemas tridimensionais, sejam utilizadas 
para proporcionar as soluço es mais gerais para este tipo 
de situaça o. 
 
Determina a soluça o geral a partir das equaço es (18) ou 
(22) na o e  uma tarefa trivial e pode ser realizada de dife-
rentes maneiras. No tratamento mais comum procura-se 
executar uma operaça o denominada de separação de   
variáveis. Para uma funça o de onda unidimensional, a fun-
ça o de onda sera  escrita como: 
 
 
 
ou seja, o deslocamento proposto pela funça o de onda e  
considerado como sendo o resultado de um produto de 
duas funço es distintas, uma contendo apenas a coordena-
da x e outra a coordenada t. Para uma funça o tridimensio-
nal: 
 
 
 
Considerando-se a separaça o de varia veis para o caso  
unidimensional, substitui-se a equaça o (23) na equaça o 
(18): 
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A derivada a  esquerda da igualdade atua apenas sobre a 
coordenada x e a derivada a  direita apenas sobre a coorde-
nada t. Desta forma, a equaça o (25) pode ser escrita como: 
 
 
 
 
ou rearranjando-se de tal forma que todas as varia veis do 
mesmo tipo fiquem do mesmo lado da equaça o, tem-se: 
 
 
 
 
A velocidade v2 foi colocada arbitrariamente a  direita da 
equaça o acima e poderia ser colocada apropriadamente a  
esquerda, que na o alteraria o resultado. 
 
Para resolver a equaça o (27) admite-se que a u nica manei-
ra pela qual o lado direito desta equaça o seja igual ao lado 
esquerdo, e  quando ambos sa o iguais a  mesma constante, 
que denominaremos de . Assim: 
 
 
 
 
ou seja: 
 
 
 
 
 
 
 
Ambas as equaço es podem ser reescritas como: 
 
 
 
 
 
 
 
As equaço es (31) e (32) sa o duas equações diferenciais 
ordinárias, na o contendo misturas de varia veis. A soluça o 
de ambas pode ser efetuada por inspeça o. Para se ter    
soluço es particulares, pode-se perguntar: qual tipo de   
funça o matema tica que derivada duas vezes produz como 
resultado a pro pria funça o multiplicada por uma          
constante? Pode-se pensar imediatamente em diferentes 
alternativas, por exemplo, funço es seno, cosseno, uma 
combinaça o de seno e cosseno, funço es exponenciais etc. 
Todas seriam soluço es aceita veis e satisfariam as        
equaço es (31) e (32). Obviamente, quanto mais flexí vel for 
a  soluça o, mais adequadamente o sistema estudado sera  
representado. Uma alternativa muito encontrada no estu-
do de ondas e  considerar: 
 
 
 
 
 
 
sendo A e B duas constantes. Derivando-se T(t) e X(x) du-
as vezes tem-se: 

 
 

e 

 

 
Portanto: a2=σ e b2=σ/v2 e, consequentemente a=±√(σ) e          
b=±√(σ/v). Se  for uma constante positiva, basta apenas 
substituir o valor de a e b nas equaço es (33) e (34),       
respectivamente, que produz as funço es de onda            
dependentes de t e x. Pore m, se  apresentar um valor 
negativo, tem-se que: a=±i√(σ) e b=±i√( σ/v). Neste   caso: 
 
 
e 
 
 
 
As duas funço es de onda nas equaço es (37) e (38) podem 
ser reescritas utilizando-se a identidade matema tica     
denominada de igualdade de Euler representada por: 
 
 
ou seja, 
 
 
e 
 
 
ou: 
 
 
e 
 
 
Considerando-se que as equaço es (42) e (43) representam 
funço es de onda, tendo-se o conhecimento pre vio forneci-
do pela equaça o (16) e que λν=v, chega-se em: 
 
 
 
e 
 
 
Assim, tem-se que as funço es de onda podem ser escritas 
genericamente como: 

 

 
As constantes A, A’, B e B’ sa o determinadas em funça o das 
condiço es de contorno definidas pelo sistema. Anterior-
mente, mencionou-se que as oscilaço es na corda so  podem 
existir no intervalo definido por (0 < x < L). Em outras  
palavras, para L  x  0, (x,t) = 0, para um tempo t qual-
quer. Esta restriça o indica que: 
 
 
 
 

X x =B cos  |σ|x/v ±isen  |σ|x/v                   (41) 
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Como o cos(0)=1, a u nica maneira de satisfazer a equaça o 
(49) e  assumir que B = 0, o que simplifica a funça o dada 
pela equaça o (47) para: 
 
 
 
Entretanto, as condiço es de contorno exigem que: 
 
 
 
Para que o seno seja igual a zero 2πL/λ=nπ, ou seja,    
2πL/λ=n, sendo n=0,1,2,3, ...... Assim: 
 
 
 
Finalmente, a funça o de onda para uma corda de           
comprimento finito sera  dada por: 

Uma vez que a funça o de onda para a coordenada x e     
independente do tempo, a soluça o encontrada e               
denominada de estacionária. Pode-se dizer ainda que para 
cada valor de n tem-se uma nova soluça o particular para o 
problema da oscilaça o em uma corda de comprimento 
finito. 

Conciliando o conceito de onda e partícula 

A questa o que se coloca neste momento e : considerando a 
hipo tese de de Broglie de que para todo corpo material 
esta  associada uma funça o de onda e vice-versa, como 
conciliar as informaço es gene ricas apresentadas acima 
com o conceito de onda-partí cula de de Broglie em uma 
expressa o geral? 
 
A resposta para esta questa o foi apresentada independen-
temente por Erwin Schro dinger e Werner Heisenberg [1] 
em formulaço es matema ticas distintas, pore m equivalen-
tes. O que sera  apresentado a seguir e  uma demonstraça o 
extremamente simplificada e particular que resultara   
posteriormente na formulaça o de leis da meca nica que 
associam os conceitos de onda e partí cula para qualquer 
sistema. 
 
Pela meca nica cla ssica hamiltoniana a energia total (E) de 
um sistema e  dada por: 
 
 
 
sendo T e V as energias cine tica e potencial, respectiva-
mente. Existem diferentes formas de representaça o da 
funça o potencial. Para a energia cine tica em uma dimen-
sa o, pode-se defini-la como: 
 
 
 
 
Considere que a equaça o (1) proposta por Planck esteja 
correta. Considere ainda que a equaça o (13) de de Broglie 
tambe m esteja correta. Para uma partí cula viajando no 
espaço sob a influe ncia de um potencial V qualquer e 
energia cine tica T a equaça o de Planck sera  escrita como: 

 
 
Utilizando-se a definiça o de energia cine tica (equaça o 55) 
tem-se: 
 
 
 
O momento linear nesta equaça o pode ser substituí do 
pelo respectivo comprimento de onda atrave s da equaça o 
de de Broglie (equaça o 13), levando a equaça o 57 a: 
 
 
 
 
Multiplicando-se a equaça o (58) por uma funça o de onda 
dependente do tempo, mantem-se a equaça o inalterada, 
ou seja: 
 
 
 
Uma vez que a funça o de onda e  arbitra ria, sera  escolhida 
uma funça o gene rica satisfazendo a identidade de Euler 
(equaça o (39)), ou seja: 
 
 
 
Procura-se por uma equaça o diferencial que represente a 
dina mica deste e, talvez, possa ser considerada para   
qualquer outro sistema. Portanto, a funça o de onda acima 
sera  derivada duas vezes, o que produz as seguintes     
expresso es: 
 
 
 
e 
 
 
 
 
Esta u ltima equaça o pode ser escrita de forma simplifica-
da como: 
 
 
 
 
ou rearranjando: 
 
 
 
 
Substituindo-se a equaça o (64) na equaça o (59), tem-se: 
 
 
 
 
Usualmente, costuma-se representar a constante de 
Planck dividida por 2 atrave s do sí mbolo ℏ, ou seja: 
 
 
 
 

O que leva a equaça o (65) a ser escrita com notaça o mais 
compacta como: 
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Um u ltimo passo requer a derivada da funça o de onda em 
relaça o a  coordenada temporal, ou seja: 
 
 
 
 
Reescrevendo-se esta equaça o, tem-se: 
 
 
 
ou: 
 
 
 
Substituindo-se a equaça o (70) na equaça o (67) obte m-se: 
 
 
 
 
e substituindo-se a definiça o dada pela equaça o (66),    
tem-se: 
 
 
 
 
A equaça o (72) e  denominada de equação de Schrödinger 
dependente do tempo para um sistema movendo-se em 
uma dimensa o e associa de forma gene rica o conceito de 
partí cula e onda.  Para tre s dimenso es pode-se escrever: 

ou simplesmente: 
 
 
 
 
Na nova formulaça o meca nica, a equaça o (74) deve ser 
capaz de representar qualquer sistema fí sico de um siste-
ma em 3 dimenso es no universo, assim como a equaça o 
(72) deve representar em 1 dimensa o. 
 
A interpretaça o das funço es de onda na visa o proporciona-
da pela combinaça o do conceito de onda-partí cula foi mo-
tivo de intensos debates no iní cio do se culo XX [1]. A inter-
pretaça o usualmente aceita e predominante atualmente 
foi desenvolvida por Max Born. Em sua visa o, Born sugeriu 
que as funço es de onda da nova meca nica, a mecânica dos 
quanta ou mecânica quântica, deveria ser interpretada 
estatisticamente. Entretanto, como mencionado anterior-
mente, a forma simplificada apresentada pela equaça o 
(74) na o pode ser comprovada para todos os sistemas e, 
portanto, assume-se que sua forma gene rica seja formal-
mente correta e possa ser utilizada para representar     
sistemas mais complexos ou qualquer parte do universo 
ou o pro prio universo. Assim sendo, na falta de comprova-
ça o formal para toda e qualquer situaça o se assume como 
pontos de partida algumas premissas que formara o a base 
matema tica da mecânica quântica [4]. 
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