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Neste trabalho é realizado um estudo sobre o espectro do operador Laplaciano e algumas de suas aplicacdes, como o
problema isoperimétrico, sua relacdo com vibracdo de membranas e a melhor constante da desigualdade de Poincaré.
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Introducgéo
Um dos temas da analise moderna é a analise espectral
de operadores compactos auto-adjuntos, pois mostra
gue todo operador compacto auto-adjunto pode ser
diagonalizado em alguma base. Aqui mostramos a
analise espectral do operador Laplaciano e algumas de
suas aplicacdes em equag0Oes diferenciais parciais.

Resultados e Discusséo
Sejam Q c R aberto limitado e 1 < p < . O espaco de
Sobolev é W'?(Q) = {u € LP(Q): u tem derivada fraca} e
H'(Q) = W?(Q). Denotamos por W,"”(Q) o fecho de
CL(Q) em W'P(Q) e H} (Q) = W,**(Q). Alguns resultados
importantes destes espacos sdo o teorema de imerséo e
a Desigualdade de Poincaré, que garante que existe
uma constante c t.q. l[ull,p) < IVl Yu € W, P (Q).
Dizemos que um operador linear limitado T em um
espaco de Hilbert H é auto-adjunto se T* =T, isto &,
(Tu,v) = (u,Tv) Vu,v € H. E T é dito compacto se T(By)
tem fecho compacto em .
Teorema (Decomposicdo Espectral do Operador
Laplaciano): Existem uma base de Hilbert (e,) de L?(Q)
e uma sequéncia (41,,) de nimeros reais com A, >0 vn
e 1, > o tais que e, € HX(Q) NC®(Q) e —Ae, = e,
em Q. A,,'s sdo ditos os autovalores de —A com condig&o
de Dirichlet e e,,'s as autofun¢des associadas.

Melhor Constante para a Desigualdade de Poincaré:
Considere T = (—A)~1: H}(Q) - HE(Q) operador compacto
e auto-adjunto, com (u,) = (ﬁ) sequéncia de autovalores
de T, onde (4,) sdo autovalores de - A como no teorema.
Sendo ||u||H3(Q) = ||Vull2(q) © H}(Q) um espagco de Hilbert
separavel de dimenséo infinita, pelo quociente de Rayleigh

R(x) = (IT;‘;C), € possivel obter que a melhor constante para
a Desigualdade de Poincaré é
2
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Problema Isoperimétrico: A curva fechada convexa,
contida na regido delimitada por uma circunferéncia
dada, que possui a maior area € um circulo. De fato, se o
eixo x a divide em duas partes de igual area, o problema
é reduzido a achar y(s) que maximiza a integral
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onde s = [y/1+y?dx, com 0 <s <1, e assim obtemos
uma representacéo paramétrica de x(s). E resolvemos o
problema isoperimétrico pela seguinte derivada variacional

associada ao problema: F=y\1—-y?yy' =y2-1>
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¢,. Logo a solucao deste problema é um circulo.

Y = gsines+c; € X =31C0SCS +¢p +

Vibracdo de Membranas: A vibracdo de uma membrana
homogénea em um dominio G c R? com T fronteira de G
€ dada por u;; = Au. Se u =0 em T, por separagdo de
variaveis, u(x,y,t) =v(x,y)gt) =>Av/v=g"/g=-1=
—v2. E obtemos v(x,y) e A pelo problema espectral de
determinar A como autovalor t.q. exista v(x,y) € C? em
GUTtg. Av+Av=0e v=0 em I'. Assim, u(x,y,t) =
v(x,y)(acosvt + bsinvt) é solugdo corresponde a uma
autovibracéo de frequéncia v = V4.

O problema espectral para membrana depende da
escolha de dominio. Dados Q,,Q, c R? limitados com
mesmos autovalores do operador —-A com condi¢éo de
Dirichlet, sabemos que ;e Q,sdo isométricos se o
dominio for um disco. E temos que se Q tem area V e
comprimento L
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Combinando 7o COM a desigualdade isoperimétrica, i.e.,

V <mlL?/4 (igual apenas para o disco), mostramos que
nao existe regiao no plano isoespectral ao disco.

Conclusodes

Pela analise espectral de operadores compactos auto-
adjuntos, obtemos informagBes sobre o espectro do
operador Laplaciano e este € relacionavel com equacdes
diferenciais parciais. Algumas dessas relacdes é na
obtencdo da melhor constante para a Desigualdade de
Poincaré e no Célculo Variacional, onde estudamos a
vibracdo de membranas e o problema isoperimétrico.
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