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Métodos de Elementos Finitos Mistos de Dimensdo Minima em Quadrilateros para

Problemas Elipticos de Segunda Ordem.
Giovanni Taraschi*, Maicon Ribeiro Correa.

Resumo

Esse trabalho apresenta um estudo sobre o Método de Elementos Finitos (MEF) em malhas quadrilaterais para a
resolucdo de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) elipticas de segunda ordem. Em particular estudou-se a influéncia
do espaco de busca e da discretizacdo do dominio sobre as taxas de convergéncia do método. Foi desenvolvido um
profundo estudo tedrico baseado no artigo [1], que apresenta as condi¢Bes suficientes e necessarias para a obtencéo
das taxas de convergéncia 6timas em malhas quadrilaterais afins e ndo-afins. Ja do ponto de vista computacional,
foram reproduzidos os experimentos numéricos de [1] e implementadas aproximacdes baseadas em elementos do tipo
Serendipity de terceira ordem e em elementos do tipo Qs obtendo novos resultados, que vao além dos apresentados no

artigo original.
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Introducao
Nesse trabalho estudamos a aproximacdo de uma
equacdo eliptica dada pelo problema de Poisson,
—Au= femQ, wu=0sobredQ. (1)

Para isso, usamos o Método dos Elementos Finitos
(MEF) em malhas compostas por elementos
quadrilaterais convexos. Buscamos estudar as condicdes
sobre os espacos de busca para a obtencdo das taxas
de convergéncia 6timas para a solugdo e para seu
gradiente.O Método dos elementos finitos e Galerkin
para o problema (1) busca encontrar u, € V;, tal que:

f Vuy, - Vuy, dQY = f fo, dQ Yo, € V), (2)
Q Q

onde V, é aproximagdo de dimensdo finita de Ho'(Q)
gerada a partir de uma discretizacao de Q.

Seja T, uma discretizacdo de Q em subdominios simples
(elementos) E. Definindo um elemento padrdo E, todos
os elementos reais E podem ser obtidos através de uma
transformacao bilinear do elemento padrédo dada por:

4
Fpi) =" L&)z (3)
i=1

onde /(X) sdo as fungbes de forma de Lagrange
associadas ao i-ésimo né. Dessa forma podemos
construir os espacos de aproximacbes Vi, Nesse
trabalho utilizamos duas classes diferentes de espacos
de aproximagoes:
1. Espacgos dos polinbmios por partes de grau parcial
igual ou menor a r:

W ={ve CAQ); vle € Fe(Q(E)), VE€ T},
onde Q(E) =span{ X'y :ij<r}.
2. Espacos Serendipity:

W ={veC%Q),; vl e F&(Q'(E)), VE € T},
onde Q'(E) = span{ X'y, X'y, Xy :i+j<r}.

Resultados e Discussao

De acordo com a analise desenvolvida em [1], para
solugdes suficientemente regulares, espera-se que as
aproximagcbes baseadas em elementos do tipo
Serendipity obtenham taxas 6timas em malhas afins e
assintoticamente afins e taxas sub étimas em malhas

nao afins. Ja para elementos do tipo Q: espera-se taxa
de convergéncia 6tima nos trés tipos de malhas.

Com o objetivo de verificar tal previsao tetrica, o MEF foi
implementado em linguagem FORTRAN para diferentes
tipos de malhas (afins, ndo-afins e assintoticamente
afins) e para diferentes espagos de aproximacao
(Espagos baseados em elementos do tipo Serendipity e
do tipo Q). Dessa forma pudemos reproduzir os
experimentos feitos em [1]. Além disso, foram
implementadas aproximacfes baseadas em elementos
do tipo Sy® e do tipo Q»* obtendo novos resultados, que
vao além dos apresentados no artigo original. A tabela 1
apresenta parte dos resultados obtidos.

Tabela 1. Taxas de convergéncia para Elementos dos
tipos S,’e Q4’.

Elementos do tipo S} Elementos do tipo ¢
Malha quadrada | Malha Trapezoidal | Malha quadrada | Malha Trapezoidal
| [lu— un|2 [l = a2 llu— upllr2 (Ju =y |2
n | er. taxa | err. faxa | err. faxa | err. taxa
2 | L0H4e-01 - | LO40e-01 - 6.979-02 - | 7.027e-02 -
42431602 206 [ 2224602 223 | 1.280e-02 244 | 137402 239
8 | 231403 339 (523803 200 | 1102e-03 3.55 | 1415e-03  3.28
16 | L57de-04 388 | 5.953e-04  3.14 | 8.780e-05 3.65 | L1T9e-04 350
32 | 800806 4.30 [ 9.855-05 250 | 5.686e-06 395 | 7.255¢-06  4.02
64 | 481107 406 | 1.412e05 280 | 3584e-07 3.99 | 4.581e-07  3.99
128 | 2080e-08  4.01 | 2006e-06  2.82 | 2245e-08  4.00 | 2.871e-08  4.00
Conclusao

Além de reproduzir com sucesso 0S experimentos
numeéricos realizados no artigo original, esse trabalho
obteve novos resultados usando aproximacdes
baseadas em elementos do tipo Serendipity de terceira
ordem e do tipo Q3. Esses novos resultados concordam
em totalidade com a analise desenvolvida em [1] e
fortalecem a validacdo experimental da mesma
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