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Resumo

Dado um elemento B € sl(2), iremos mostrar que as orbitas da exponencial ¢t 24(B)
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restritas ao

cone determinado pelo nucleo da forma de Cartan-Killing coincidem com as secdes coOnicas

determinadas por um plano associado a B.
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Introducéo

sl(2) = {(? —ba)’ onde a,b,c € R},

0 conjunto das matrizes 2x2 de trago nulo. Dado um
elemento B € sl(2), podemos associar de maneira natural
0 sistema dindmico
X(t) = ad(B) - X(t), X(t) € sl(2). )

Tal sistema se restringe naturalmente ao nucleo da forma
de Cartan-Killing de si(2) que, na base adequada, é um
cone duplo. Nosso objetivo é analisar as solugdes de (1)
restritas a esse cone e mostrar que tais trajetérias sao
dadas como a intersecgdo do cone com um plano
determinado por B.

Seja

Resultados e Discusséao
Dados 4, B € sl(2), o colchete de A e B é definido por
[A,Bl]=A-B—B-A.

Dado um elemento B € sli(2) define-se entdo a adjunta
de B como sendo a transformacéao linear

ad(B) : s1(2) — sl(2), ad(B)(X):=[B,X], X € sl(2).
Em si(2) a forma de Cartan-Killing € a forma bilinear
simétrica dada por

(X,Y) = ztr(X YY), X,Y €sl(2).

A relacao do colchete com a forma de Cartan-Killing é
dada por
([X,Y],2) = (X,[Y, Z]), VX,Y,Z €sl(2). @)
Tal forma esta associada com o produto interno em si(2)
dado por
(X,Y) = (X,Y", X,Y €sl(2),
Consideremos em si(2) a seguinte a base ortogonal

10 01 0-1
p=fr= () 5= (1) 4= (1)}

Note que transpor um elemento B € sl(2) nessa base
nada mais € que refletir B pelo plano gerado por {H, S},
pois H* = H,5* = SeA* = —A.
A forma quadratica associada a forma de Cartan-Killing é
entédo

Q:sl(2) - R, Q(X):=(X, X).
Com relacéo a base {3, seu nucleo é dado por

C= {(01,02, ag); (.‘c-i + ag = rxi}
gue € um cone duplo cujas geratrizes tem inclinacdo de
45 graus com o plano gerado por {H, S}.
Note que um elemento X estd no interior do cone, que
denominamos ¢,,,,, se e somente se Q(X) < 0 e X estano
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exterior do cone, que denominamos ¢, ., Se e somente se
Q(X) > 0.
Um calculo simples mostra que et2¢(3) ¢ = € para todo
t € R, ou seja, C é invariante pelas solugdes de (1).
De modo a entender as curvas induzidas em €
consideraremos o funcional linear
fe:sl(2) =2 R, fp(X)=(B,X).
Dado c € R, temos que
Bl := fg'(c) = {X €5s1(2); (X,B)=c}
€ um plano ortogonal a B*. Além disso,
et2dBpBL = BL VteR,

e portanto 1 é também invariante pelas solugdes de (1).
A andlise de posicéo relativa de plano e cone nos da o
seguinte:

1.BL n € é a origem se ¢ = 0 ou uma elipse se ¢ = 0 para
B € G-

2. B n € é uma reta passando pela origem se ¢ =0 ou
uma parédbola se ¢ # 0 para B € C.

3.B1 n € séo duas retas se ¢ = 0 ou uma hipérbole se ¢ + 0
paraB € C
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Teorema 1. Dado Ze€ e Besl(2) , a orbita
fet@d(B)Z; t € R} é dada por:

1.{Z}, se ad(B)Z = 0;

2.A componente conexa de B n ¢* que contém Z, se

ad(B)Z # 0,ondec =< B,Z > e ¢* = C\{0}.
Conclusoes

Neste projeto vimos que é possivel ter uma visdo
geométrica e intuitiva das solugfes do sistema (1) que séo
dados por pontos fixos ou cbnicas que sao geradas pelo
plano B} , como vemos no Teorema 1.

Apbs esses resultados o0 objetivo é usar esses resultados
para se estudar a controlabilidade de sistemas dinAmicos
bilineares em R2 entendo como esse espaco se relaciona
com o espaco projetivo e conectando o0 espago projetivo
com o cone C e si(2).
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