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Resumo

Para muitos sistemas de equages diferenciais ordinarias ndo € possivel ou € muito dificil obter explicitamente sua
solugdo. Porém, é possivel obter informagBes sobre estas solugdes realizando um estudo qualitativo do sistema sem
resolvé-lo. Neste trabalho é feito um estudo de ferramentas que permitam tais andlises, como uso de plano de fase e de

funcdes de Liapunov. Além disso, serdo estudadas algumas aplicagGes destas ferramentas.
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Introducéo

Problemas de diversas areas do conhecimento, como
fisica, engenharias e biologia, podem ser descritos por
sistemas de equacdes diferenciais. Apesar de o Teorema
da existéncia e unicidade para equacdes diferenciais
ordinarias nos garantir que, sob certas condi¢des, existe
Unica solucéo para problemas de valor inicial, muitas vezes
€ muito dificl (ou até impossivel) encontra-la
explicitamente.

Por este motivo, neste projeto foram estudados métodos
para analise qualitativa de solucdes de sistemas de
equagles diferenciais ordinarias. Foram estudados, por
exemplo, planos de fase para sistemas 2x2, Teorema de
Poincaré-Bendixon, Alternativa de Fredholm, funcdes de
Liapunov, bem como aplicacdes destas ferramentas em
sistemas que descrevem a dindmica presa-predador, o
movimento de um péndulo e um sistema RLC, entre
outros.

Resultados e Discusséo
Para um sistema de equagfes diferenciais lineares com
coeficientes constantes da forma = Ax+ b, onde A é
uma matriz quadrada nxn e b é uma matriz coluna nxi,
garantimos que existe uma Unica solugéo.
Em particular, foi visto que este sistema possui uma
solugéo periddica com periodo T se, e somente se,

fDTAry(t)b dt =10
onde ¥(t) é solucéo do sistema adjunto y = —yA(t).

Em seguida, foram estudados sistemas autbnomos no
plano, que séo sistemas da forma

% = f(x,y)

{:if =gxy)
Uma singularidade para este sistema €é um par
(x0. Vo) € R? tal que f(xg.vp) = g(x5.75) = 0. As solucdes
(x(t), v(t)) sdo curvas parametrizadas no plano de fases
(x,¥) denominadas orbitas. O sistema acima possui
significado geométrico entendendo (f(x, y),g(x,¥)) como
um campo vetorial no plano e as érbitas como curvas
integrais deste campo, ou seja, as curvas que em cada
ponto sdo tangentes ao campo do sistema

O conjunto

y =y(P) ={(x(t), y(t)):t e R},
onde (x(t), v(t)) é solucéo do sistema acima sujeito a
condig&o inicial P = (x(ty), v(t;)) € chamado de 6rbita do
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sistema que passa por FP. Define-se entao o conjunto w-
limite da 6rbita que passa por P como

w(P) = {(x.y) € R%:3t, - +oo t.q.(xy) = lim (x(t,).y(£.))}
O Teorema de Poincaré-Bendixson nos permite obter
informagdes sobre o conjunto w-limite a partir das 6rbitas
e das singularidades de um sistema. Por exemplo, se y(P)
é limitada e w(P) ndo contém nenhuma singularidade,
entdo w(P) é uma 6rbita fechada, podendo concluir-se que
as solugbes que passam por P tendem a ser “ciclicas” a
medida que t cresce.

Finalmente, para um sistema auténomo x = f(x) de n
equacbes com a condigdo inicial f(0) =0, uma fungédo
V:2 cR" - R definida em um conjunto Q que contém
uma bola fechada centrada na origem, é dita de Liapunov
para este sistema se V(0) =0, V(x)>0vx=0 e
V(x) < 0Vx, onde V:12 — R é definida por

V(x) = ((grad v)(x), f(x))
A existéncia de uma funcdo de Liapunov garante a
estabilidade da solugdo nula, além de restringir o conjunto
w-limite ao conjunto onde esta funcdo de Liapunov possui
pontos criticos.

Conclusodes

Dado um sistema autdbnomo de equacdes diferenciais
podemos lineariz4-lo e usar o teorema de Poincaré-
Bendixson para estudarmos o comportamento de suas
solugbes. Também podemos utilizar de Fungdes de
Liapunov para determinar a estabilidade da solucdo nula.
Além de ser possivel determinar a existéncia de solugéo
periddica de um sistema utilizando o sistema adjunto.
Assim, podemos obter diversas informagbes sobre as
solugbes de um sistema autbnomo mesmo sem
encontra-las explicitamente.
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